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可减少条带数的矩形件二维下料算法
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摘要：从板材上切割矩形件的过程通常包含两个阶段：第１阶段用大型刀具将板材切成条带；第２阶段用小型刀具将条带切
成所需要的矩形件。第１阶段的切割成本随着下料方案中条带数的增加而增加。针对矩形件二维下料问题，提出一种可减少
条带数的下料算法，其优化目标是最小化材料成本和切割成本之和。首先，建立该问题的整数线性规划模型；然后，构造 Ｔ
型排样算法生成矩形件在单张板材上的排样方式；最后，采用列生成算法调用Ｔ型排样算法迭代构造下料方案。实验结果表
明，该算法在维持较高板材利用率的同时，可大幅度减少下料方案的条带数。
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　　讨论矩形件二维下料 （ＴｗｏＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＣｕｔｔｉｎｇ
ＳｔｏｃｋｏｆＲｅｃｔａｎｇｕｌａｒＰａｒｔｓ，ＴＤＣＳＲ）问题：用指定尺
寸的库存板材切割出若干种已知尺寸和数量的矩形

件，使得生产成本最小化。该问题出现在多种制造

业领域，譬如，金属制品业需要用金属板材切割出

矩形件用以生产各种金属制品［１］。好的下料算法可

以降低生产成本［２－４］。生产成本主要包括材料成本

和切割加工成本。

一般采用两个阶段将板材切割成矩形件：第 １
阶段用大型刀具将板材剪切成条带；第２阶段用小
型刀具将条带切割成矩形件。若每刀在板材上切下

一根条带，则第１阶段的切割成本与条带数成正比。
第２阶段的切割成本取决于矩形件的数量。因此，
减少下料方案中的条带数可以减少切割成本，从而

降低生产成本。

目前，大部分下料算法将最小化材料成本作为

唯一目标，也有少部分算法考虑其他优化目标［５－６］。

多目标下料算法一般将材料成本作为主要优化目标，

将其他成本作为辅助优化目标。

第１个辅助目标是安装最小化，该目标一般出



现在一维下料问题中，即用指定尺寸的线材切割出

若干种指定尺寸和数量的零件，使得生产成本最小。

下料问题的解是一个下料方案，它由一组排样方式

按照一定的使用次数组合而成。安装最小化是必要

的，因为切割机一般具有多个刀片，在切割每个排

样方式之前，必须安装好各个刀片的位置。针对安

装最小化问题，目前已有精确算法和启发式算法。

文献 ［７］提出了二次整数规划模型，并采用列生
成算法求解，其中子问题是一个非线性整数规划，

它可以分解为多界整数背包问题。由于安装最小化

是一个ＮＰ难问题，精确算法无法在合理的时间内
求解大规模问题。故大部分文献算法都是启发式算

法，例如顺序启发式算法［８］、两阶段算法［９］、混合

算法［１０］、约简算法［１１］。

第２个辅助目标是开堆最小化。相同类型的成
品零件形成１个堆。当切割出某种类型的第１个零
件时，打开１个堆；当这种零件全部切割出后，关
闭该堆。由于物理空间限制，不允许过多的堆同时

处于打开状态。当物理空间不够时，需要移除１个
未完成的堆，以使１个新堆得以打开；当要切割包
含上述未完成堆零件的排样方式时，需要再次返回

上述未完成堆。开堆最小化，有助于减少移除和返

回所对应的操作成本。文献 ［１２］建立了开堆最小
化的整数线性规划模型，采用拉格朗日法求解。用

一种改进的次梯度法求解对偶问题，并用启发式方

法生成上界。文献 ［１３］提出了一个顺序价值校正
算法，该算法迭代构造多个下料方案，并从以前的

下料方案中提取一些信息生成下一个下料方案。验

证了该算法在减少材料浪费方面的有效性后，进一

步将该算法扩展到限制开堆数。

第３个辅助目标是将剩余材料累积在一个或少
数几个排样方式中，使得存在大块剩余材料，以便

在将来使用。当一个剩余材料的尺寸大于预设的门

槛值时被称为可用余料。文献 ［１４］的混合算法假
设余料的门槛值尺寸为零件的最大长度，并且下料

方案中只允许出现一个可用余料。该算法由两个子

程序组成，第１个子程序为线性规划，第２个子程
序为顺序启发式。目的是使废料最小化，并将剩余

材料累积到最后一个排样方式中。

目前，尚未有将条带数最少作为辅助目标。本

文讨论 ＴＤＣＳＲ问题，将材料成本最小作为主要目
标，将条带数最少作为辅助目标，综合考虑下料方

案的材料成本和切割成本。首先建立该问题的整数

线性规划模型，然后构造 Ｔ型排样算法得到矩形件

在单张板材上的排样方式，最后采用列生成算法迭

代调用Ｔ型排样算法生成下料方案。

１　问题的数学模型和算法框架

可减少条带数的矩形件二维下料问题 （ＴｗｏＤｉ
ｍｅｎｓｉｏｎａｌＣｕｔｔｉｎｇＳｔｏｃｋＰｒｏｂｌｅｍｏｆＲｅｃｔａｎｇｕｌａｒＰａｒｔｓ
ｗｉｔｈＳｔｒｉｐｓＲｅｄｕｃｉｎｇ，ＴＤＣＳＲＳＲ）：用尺寸为Ｌ×Ｗ （Ｌ
为长度，Ｗ为宽度）的板材切割出 ｍ种矩形件，其
中，第ｉ种矩形件的尺寸为ｌｉ×ｗｉ，需求量为ｄｉ，ｉ∈
｛１，２，…，ｍ｝，优化目标是生产成本最小。生产成
本等于板材成本与条带切割成本之和。

假设条带、段、板材的尺寸均为整数，该假设

是合理的。这是由于矩形件和板材的尺寸一般是以

毫米或半毫米为最小单位，即其尺寸必定是毫米或

半毫米的整数倍，故相应的条带和段的尺寸也必定

可表示为整数形式。

本文为 ＴＤＣＳＲＳＲ建立如下的整数线性规划模
型。

　　ｍｉｎｚ＝ＣＸ

　　ｓｔ．

［Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｎ］Ｘ≥Ｄ

ｊ＝１，２，…，ｎ

Ｇｊ是一个可行的排样方式

Ｘ的所有元素均为非负整数













（１）

式中：ｚ为目标函数值；Ｃ为板材成本向量，Ｃ＝
［ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ］；ｎ为下料方案包含的排样方式的
个数；ｃｊ为第 ｊ种板材的成本，ｃｊ＝ＵＧ＋αＮｊ；ＵＧ为
板材的单价，ｊ∈｛１，２，…，ｎ｝；α为从板材上切下
一根条带所需的切割成本；Ｎｊ为排样方式 ｊ的条带
数；Ｘ为下料方案，Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Ｔ；ｘｊ为下
料方案包含排样方式ｊ的个数；Ｇｊ为第ｊ个排样方式，
Ｇｊ＝［ｇ１ｊ，ｇ２ｊ，…，ｇｍｊ］

Ｔ；ｇｉｊ为排样方式ｊ包含矩形件
ｉ的个数；Ｄ＝［ｄ１，ｄ２，…，ｄｍ］

Ｔ；ｄｉ为矩形件ｉ的需
求量，ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝；ｍ为矩形件的种数。

令矩阵Ｇ＝［Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｎ］＝［ｇｉｊ］ｍ×ｎ。则
上述模型式 （１）可以变形为：
　　ｍｉｎｚ＝ＣＸ

　　ｓｔ．

ＧＸ≥Ｄ
ｊ＝１，２，…，ｎ
Ｇ中排样方式均为可行的排样方式
Ｘ的所有元素均为非负整数










（２）

　　模型式 （２）对应的线性规划形式为：

４６ 锻　 压　 技　 术　 　　　　 第４７卷



　　ｍｉｎｚ＝ＣＸ

　　ｓｔ

ＧＸ≥Ｄ
ｊ＝１，２，…，ｎ
Ｇ中排样方式均为可行的排样方式
Ｘ≥０










（３）

　　精确求解整数规划模型由于需要耗费大量的计
算时间，故在实际应用中不太现实，尤其是对于大

规模下料问题。本文求解整数规划模型的线性形式

得到线性解，然后对线性解进行向上取整操作，得

到整数规划模型的近似最优解。这样做是可行的，

因为对于大多数下料问题而言，每种矩形件的平均

需求量是非常大的。模型式 （３）的解包含 ｍ种排
样方式，即ｎ＝ｍ，Ｇ为ｍ行ｍ列非奇异矩阵。

下料算法包含如下步骤：

步骤１：确定初始可行解。初始时，令Ｇ为单位
矩阵，初始可行解Ｘ＝Ｄ，即排样方式ｊ中仅包含一个
矩形件且为第ｊ种矩形件，ｊ∈ ｛１，２，…，ｍ｝。

步骤２：计算得到当前的矩形件价值向量。令
Ｖ＝ＣＧ－１＝［ｖ１，ｖ１，…，ｖｍ］，Ｖ为当前矩形件价值，
其中ｖｉ为矩形件ｉ的当前单价。

步骤３：生成一个可能改善当前下料方案的排
样 方 式。 设 当 前 考 察 的 排 样 方 式 Ｈ ＝
［ｈ１，ｈ２，…，ｈｍ］

Ｔ。它包含 ＮＨ根条带，元素 ｈｉ表
示矩形件 ｉ在当前排样方式中的个数，ｉ∈ ｛１，
２，…，ｍ｝。依据线性规划理论，如果 ＶＨ－αＮＨ－
ＵＧ＞０，则引进排样方式 Ｈ有可能改善当前下料方
案。这里Ｈ由式 （４）确定。

ｚＨ＝ｍａｘ（∑
ｍ

ｉ＝１
ｖｉｈｉ－αＮＨ）

ｓｔ． Ｈ为可行排样方式
（４）

式中：ｚＨ为排样方式Ｈ的价值。
若ｚＨ－ＵＧ＞０，则用Ｈ替换矩阵Ｇ的第ｊ列，ｊ

由式ｍｉｎ
ｊ
｛ｘｊ／ｙｊ｜ｙｊ＞０，１≤ｊ≤ｍ｝＝ｘｊ／ｙｊ确定，

其中 ［ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ］是当前下料方案的解，ｘｊ为
当前下料方案中包含第 ｊ种排样方式的个数，ｙｊ为
上一个下料方案中包含第 ｊ种排样方式的个数，ｘｊ
为当前下料方案中包含第ｊ种排样方式的个数，ｙｊ
为上一个下料方案中包含第 ｊ种排样方式的个数。
令ｃｊ＝ＵＧ＋αＮＨ，转步骤２；否则当前下料方案不能
被改善，因为已经达到最优线性解。

步骤４：采用文献 ［１５］的圆整方法，对当前
线性解进行圆整操作。

模型式 （４）表征一个无约束二维排样问题，

即将一张板材切割出矩形件，使得排样方式的价值

（包含的矩形件的总价值）最大化，其中对每种矩

形件在排样方式中允许出现的次数无约束。本文采

用Ｔ型排样方式及其生成算法求解模型式 （４）。

２　Ｔ型排样方式

Ｔ型排样方式具有如下特点：每刀可从板材上
切下一根条带，切割工艺简单，材料利用率较高。

目前在实际生产中的应用比较广泛。相关概念包括

条带、段、排样方式。

２１　条带
如图１所示，一根条带包含一排矩形件，称矩

形件从左至右排放的条带为水平条带，称矩形件从

下向上排放的条带为竖直条带。水平条带的宽度等

于条带中矩形件的最大竖直边长度。竖直条带的宽

度等于条带中矩形件的最大水平边长度。

图１　条带

（ａ）水平条带　 （ｂ）竖直条带

Ｆｉｇ１　Ｓｔｒｉｐｓ

（ａ）Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｓｔｒｉｐ　 （ｂ）ｖｅｒｔｉｃａｌｓｔｒｉｐ

２２　段和排样方式
如图２所示，Ｔ型排样方式由两个段组成。每

个段包含方向相同的条带。称包含水平条带的段为

Ｘ向段，包含竖直条带的段为Ｙ向段。图２ａ为Ｘ向
Ｔ型排样方式，它的两个段从左至右水平排列，图
２ｂ为Ｙ向Ｔ型排样方式，它的两个段从下至上竖直
排列。对于Ｘ向排样方式，左边的段为 Ｘ向段，右
边的段为Ｙ向段；对于 Ｙ向排样方式，下边的段为
Ｘ向段，上边的段为Ｙ向段。

３　排样算法

本文采用Ｔ型排样方式求解第１节的无约束二
维排样模型式 （４）。将模型式 （４）改写为：
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图２　Ｔ型排样方式

（ａ）Ｘ向Ｔ型排样方式　 （ｂ）Ｙ向Ｔ型排样方式

Ｆｉｇ２　Ｔｓｈａｐｅｌａｙｏｕｔｍｅｔｈｏｄｓ

（ａ）ＴｓｈａｐｅｌａｙｏｕｔｍｅｔｈｏｄｏｆＸｄｉｒｅｃｔｉｏｎ　 （ｂ）ＴｓｈａｐｅｌａｙｏｕｔｍｅｔｈｏｄｏｆＹｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

ｚＨ＝ｍａｘ（∑
ｍ

ｉ＝１
ｖｉｈｉ－αＮＨ）

ｓｔ
Ｈ为Ｔ型排样方式

ｈｉ为非负整数{
（５）

３１　条带的价值
设尺寸为ｘ×ｗｉ（ｘ为长度，ｗｉ为宽度）的水平

条带的价值为ｓＸ（ｘ，ｗｉ），条带中包含ａｊ个第ｊ种矩
形件。通过如下模型计算条带的价值。

　　　　

ｓＸ（ｘ，ｗｉ）＝ｍａｘ∑
ｍ

ｊ＝１
ｖｊａｊ

ｓｔ
∑
ｍ

ｊ＝１
ｌｊａｊ＜ｘ

ｗｊ≤ｗｉ，ｊ∈｛１，２，…，ｍ｝
{ （６）

式中：ｖｊ为第ｊ种矩形件的价值；ｌｊ为第 ｊ种矩形件
的长度；ｗｊ为第ｊ种矩形件的宽度。

模型式 （６）为典型的背包问题模型，可采用
文献 ［１６］的动态规划算法求解。对于竖直条带ｙ×
ｌｉ，同理可求水平条带的价值ｓＹ（ｙ，ｌｉ）。
３２　段的价值

设ｂｋ为段中包含的第ｋ种条带的数量。求解如

下模型来确定Ｘ向段ｘ×Ｗ的价值。

　　ＦＸ（ｘ，Ｗ）＝ｍａｘ∑
Ｍ

ｋ＝１
（ｓＸ（ｘ，ｗｋ）－α）ｂｋ

　　ｓｔ
∑
Ｍ

ｋ＝１
ｗｋｂｋ≤Ｗ

ｂｋ为非负整数， ｋ∈｛１，２，…，Ｍ｝
{ （７）

式中：ＦＸ（ｘ，Ｗ）为段的价值；Ｍ为条带宽度种数；
ｗｋ为第ｋ种矩形件的宽度。

同理，可通过如下模型确定 Ｙ向段 （Ｌ－ｘ）×Ｗ
的价值ＦＹ（Ｌ－ｘ，Ｗ）。

ＦＹ（Ｌ－ｘ，Ｗ）＝ｍａｘ∑
Ｍ

ｋ＝１
（ｓＹ（Ｗ，ｌｋ）－α）ｂｋ

ｓｔ
∑
Ｍ

ｋ＝１
ｌｋｂｋ≤Ｌ－ｘ

ｂｋ为非负整数，ｋ∈｛１，２，…，Ｍ｝
{ （８）

式中：ｌｋ为第ｋ种矩形件的长度。
模型式 （７）、式 （８）均为无界背包问题，可

采用文献 ［１６］的算法进行求解。
３３　算法步骤

本文只考虑Ｘ向 Ｔ型排样方式的生成，对于 Ｙ
向Ｔ型排样方式，可通过交换板材的长宽转化为 Ｘ
向Ｔ型排样方式。本文 Ｔ型排样方式生成算法的步
骤如下：

步骤 １：由 ３１节内容确定条带的价值和条带
中包含的每种矩形件的个数。

步骤２：由３２节内容确定Ｘ向段的价值ＦＸ（ｘ，Ｗ）
和Ｙ向段的价值ＦＹ（Ｌ－ｘ，Ｗ）。

步骤 ３：通过 ｚＨ ＝ ｍａｘ
ｘ∈｛１，２，…，Ｌ｝

｛ＦＸ（ｘ，Ｗ）＋

ＦＹ（Ｌ－ｘ，Ｗ）｝，确定 Ｔ型排样方式的两个段的最
优分界线位置ｘ，从而确定最优Ｔ型排样方式。

４　实验计算

用Ｃ＋＋语言编程实现本文算法，在联想个人计
算机 （ＣＰＵ２１ＧＨｚ，内存 １６ＧＢ）上进行实验计
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算，开发平台为ＶｉｓｕａｌＳｔｕｄｉｏ２０１５。
４１　随机例题

采用文献 ［１５］的 ２０道随机例题，板材长度
和宽度在区间 ［１５００ｍｍ，２０００ｍｍ］均匀分布，
矩形件种数在区间 ［２，１８］均匀分布，矩形件的
长度和宽度在区间 ［１５０ｍｍ，６００ｍｍ］均匀分布，
每种矩形件的需求量在区间 ［１０００，２００００］均匀
分布。令单张板材的成本ＵＧ＝ＬＷ。

设置每根条带的切割成本为 α＝ＵＧ／β，考察不
同的β值对下料方案的板材利用率的影响。β的含
义为：β根条带的切割成本与一张板材的成本相等。
例如β＝１０００，表示１０００根条带的切割成本与一张
板材成本相等。β的合理取值范围一般在 ［１００，
１００００］，它取决于板材的成本和切割流程的成本
（包含机器磨损、机器维修、人力、能源成本），可

通过实际生产分析来确定 β的具体值。文献 ［１５］
算法不考虑条带切割成本，是本文算法中 β＝＋∞时
的特例。

表１给出了使用不同 β值的 ２０道随机例题的
实验结果，其中 Ｅ、ＮＧ分别为每道例题下料方案
的板材平均利用率和条带数，即 Ｅ等于 ２０道例题
下料方案的板材利用率之和除以 ２０，ＮＧ等于 ２０
道例题下料方案的条带总数除以 ２０。本文算法在
β＝＋∞时，求解每道例题平均计算时间为 ０５６ｓ，
在 β取其他值时，求解每道例题的平均计算时间
不超过０９ｓ。

表１　β对板材利用率的影响
Ｔａｂｌｅ１　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆβｖａｌｕｅｏｎｕｔｉｌｉｚａｔｉｏｎｒａｔｅｏｆｓｈｅｅｔ

β ＋∞ １００００ １０００ ５００ ２００ １００ ５０

Ｅ／％ ９７３６ ９７３６ ９７３３ ９７２５ ９７１０ ９７０３ ９６８１

ＮＧ ２５２３５ ２４０５２ ２３５４８ １９２５８ １６２５４ １４２１５ １２５６８

首先，考虑 β＝＋∞和 β＝１００００情形，前种情
形由于不考虑条带切割成本，本文算法等同于文

献 ［１５］的算法；后种情形相当于每根条带的切
割成本 α非常小。从表 １可以看出，这两种情形
下，下料方案具有相同的板材利用率。这说明，

本文算法在不降低板材利用率的条件下可以减少

条带数。

考虑 β＝５００和 β＝＋∞的情形，与文献 ［１５］
的算法相比，下料方案的板材利用率降低了

０１１％ （即 ９７３６％－９７２５％）；然而，条带数减
少了 ２３６９％ （即 （２５２３５－１９２５８）／２５２３５）。这

说明，本文算法在降低少许板材利用率的条件下

可大幅减少条带数。

表２分别给出了β＝＋∞和β＝５００时的具体实验
结果。从表２中可以看出，与文献 ［１５］的算法相
比，本文算法下料方案有 １４道例题 （用加粗字体

显示）的板材利用率非常接近文献 ［１５］算法的条
件下的板材利用率 （板材利用率差距小于 ０１％），
条带数大幅减少了；有２道例题 （例题５、例题７）
的板材利用率和条带数与文献 ［１５］算法的相同；
剩余４道例题在板材利用率降低 ０３１％的条件下，
条带数减少了２２４７％。

表２　２０道例题的实验结果
Ｔａｂｌｅ２　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｗｅｎｔｙｉｎｓｔａｎｃｅｓ

题号
β＝＋∞ β＝５００

Ｅ／％ ＮＧ Ｅ／％ ＮＧ

１ ９７３９ ２３１４６ ９７３１ １９６５８

２ ９７８９ ２９５３１ ９７８０ １８４２１

３ ９７０６ ２４１２６ ９６９１ ２０１２３

４ ９７１５ ２３０１５ ９７１３ １８５２４

５ ９７２６ ２３４５９ ９７２６ ２３４５９

６ ９７４１ ２７４１２ ９７３５ １９７４５

７ ９７３２ ２０３６９ ９７３２ ２０３６９

８ ９７１７ ２１０５９ ９７１１ １８５３６

９ ９７２６ ２５１３６ ９７１９ ２０１５６

１０ ９７２７ ２６４７１ ９７０５ ２１０８９

１１ ９７４２ ２７１３５ ９７３５ ２２０２１

１２ ９７３１ ２９３６９ ９７２９ ２１０３６

１３ ９７１９ ２４１３０ ９７１６ １８６０１

１４ ９７５２ ２５６８７ ９７０５ １７４１２

１５ ９７２８ ２７５６２ ９７２１ １７５６８

１６ ９７４３ ２６９５１ ９７３４ １８３４１

１７ ９７４８ ２７０５１ ９７４０ １７８９５

１８ ９７５９ ２４０７４ ９７１９ １９１８０

１９ ９７４６ ２２４５８ ９７３８ １６１５２

２０ ９７３０ ２６５６１ ９７２１ １６８７５

平均值 ９７３６ ２５２３５ ９７２５ １９２５８

４２　实际生产实例
某金属制品厂需要用３０００ｍｍ×１５００ｍｍ的板材

切割出１０种矩形件，矩形件的尺寸 （ｍｍ×ｍｍ）分
别为 ５６３×３７９、４５１×３１４、５０４×２８９、４８５×３６７、
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４１９×３０１、５７７×３４３、３６４×２０９、５５９×２３９、５３８×３１９和
５３２×３０１，需求量 （个）分别为８０００、１２０００、７５００、
６５００、９０００、５０００、７０００、４０００、１１０００和 ７２００。
已知每张板材的成本为４５０元，每根条带的切割成
本为０４５元。采用本文算法和文献 ［１５］算法分
别求解下料方案。结果显示，本文算法下料方案耗

费板材２２５４张，包含１８５２３根条带，板材成本与条
带切割成本之和为１０２２６３５元；文献 ［１５］算法耗
费板材２２５２张，包含２９７４３根条带，板材成本与条
带切割成本之和为 １０２６７８４元，可见本文算法比文
献 ［１５］算法节省生产成本４１４９元。

５　结语

针对金属制品业中的矩形件二维下料问题，提

出了一种可减少条带数的下料算法。建立了考虑条

带切割成本的矩形件二维下料模型，构造了考虑条

带切割成本的Ｔ型排样算法并采用线性规划的列生
成算法调用该排样算法生成下料方案。实验结果表

明，本文算法在不降低下料方案的板材利用率条件

下可减少条带数；在降低少许板材利用率的条件下

可大幅度减少条带数。本文算法可以根据实际生产

情况灵活设置每根条带的切割成本，得到更加适用

于实践的下料方案。
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《锻压技术》郑重声明

为充分尊重作者权益，坚决抵制学术不端行为，积极倡

导优良学风，努力为学术创新营造良好氛围，本刊郑重声

明：对一稿多投，重复发表，存在署名有争议，引用他人著

述未注明出处，抄袭、剽窃、弄虚作假，或以上情况的变相

形式等学术不端行为的文章，坚决拒绝刊登。一经发现，立

即撤稿，并由本刊视情节轻重给予书面警告、拒绝刊登有其

署名的稿件、通知其所在单位等处理。轻者给予 ３～５年不
允许刊发其论文的处罚，情节严重者，将以适当方式予以公

布，该作者的论文永久不得刊用。

《锻压技术》编辑部
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