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摘要: 对轧机振动系统中液压缸的结构特点、 运动特点以及相关因素的影响进行了分析, 理论研究表明, 液压缸非线性弹性

作用可以由三势阱 Mathieu-Duffing 振子来描述。 同时, 考虑轧机辊系结构和外激励的影响, 运用非线性动力学原理, 建立了

液压缸非线性作用下轧机颤振模型。 通过数值仿真分析了液压缸弹性力一次线性项、 三次和五次非线性项对轧机振动系统幅

频特性的影响。 最后, 运用 Melnikov 定理求得轧机系统进入 Smale 马蹄存在意义下的混沌运动的临界条件, 发现轧机系统随

五次非线性项系数变化时, 存在周期运动、 多倍周期运动以及混沌运动等分岔行为。 研究结论对揭示液压缸非线性弹性作用

以及轧机振动机理具有一定的参考价值。
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Abstract:
 

The
 

structural
 

characteristics
 

and
 

motion
 

characteristics
 

of
 

hydraulic
 

cylinder
 

and
 

the
 

influence
 

of
 

related
 

factors
 

in
 

the
 

rolling
 

mill
 

vibration
 

system
 

were
 

analyzed.
 

The
 

theoretical
 

research
 

shows
 

that
 

the
 

nonlinear
 

elastic
 

action
 

of
 

the
 

hydraulic
 

cylinder
 

can
 

be
 

de-
scribed

 

by
 

the
 

triple-well
 

Mathieu-Duffing
 

oscillator.
 

At
 

the
 

same
 

time,
 

considering
 

the
 

influence
 

of
 

the
 

structure
 

and
 

external
 

excitation
 

for
 

rolling
 

mill
 

rolls,
 

the
 

chatter
 

model
 

of
 

rolling
 

mill
 

under
 

the
 

nonlinear
 

action
 

of
 

hydraulic
 

cylinder
 

was
 

established
 

by
 

the
 

nonlinear
 

dy-
namic

 

principle,
 

and
 

the
 

influences
 

of
 

the
 

first-order
 

linear
 

term,
 

the
 

cubic
 

nonlinear
 

term
 

and
 

the
 

quintic
 

nonlinear
 

term
 

of
 

elastic
 

force
 

for
 

the
 

hydraulic
 

cylinder
 

on
 

the
 

amplitude-frequency
 

characteristics
 

of
 

the
 

rolling
 

mill
 

vibration
 

system
 

were
 

analyzed
 

by
 

numerical
 

simula-
tion.

 

Finally,
 

the
 

critical
 

condition
 

for
 

the
 

rolling
 

mill
 

system
 

to
 

enter
 

chaotic
 

motion
 

in
 

the
 

sense
 

of
 

Smale
 

horseshoe
 

was
 

obtained
 

by
 

the
 

Melnikov′s
 

theorem.
 

And
 

it
 

was
 

found
 

that
 

the
 

rolling
 

mill
 

system
 

had
 

rich
 

bifurcation
 

behaviors
 

such
 

as
 

periodic
 

motion,
 

multiple
 

periodic
 

motion
 

and
 

chaotic
 

motion
 

with
 

the
 

change
 

of
 

the
 

quintic
 

nonlinear
 

term
 

coefficient.
 

Thus,
 

the
 

research
 

results
 

had
 

a
 

certain
 

reference
 

val-
ue

 

for
 

revealing
 

the
 

nonlinear
 

elastic
 

action
 

of
 

hydraulic
 

cylinder
 

and
 

the
 

vibration
 

mechanism
 

of
 

rolling
 

mill.
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　 　 在轧制过程中, 各种各样的原因导致轧机出现

不同的颤振形式与振动特点, 且随着现代企业对轧

制速度、 带材板形与精度、 表面光洁度等要求的不

断提升, 轧机振动现象更为复杂多变, 使得轧机振

动问题备受关注, 对振动机理的探索成为一个需要

长期解决的问题[1-2] 。
对于轧机振动的机理与特性, 学者多从轧机结

构、 带材本身状况、 轧制工艺以及生产流程等方面

来进行研究, 以期找出颤振症结, 并通过采取抑振

措施来达到减振的目的。 Panjkovic'
 

V 等[3] 的研究表

明, 轧辊振动位移会导致机架间的轧制力波动超前,
从而产生负阻尼激振。 李有智等[4] 分析了机架间隙

不对称, 辊缝缝差改变等因素对带钢成形质量和轧

机运行稳定性的影响。 Cao
 

L 等[5] 认为轧制界面间

的非稳态摩擦特性对轧制稳定性起着重要作用, 并



从微观和宏观尺度上进行了验证。 彭荣荣等[6] 通过

分析轧件发生弹塑性形变时的特性, 运用滞后曲线

面积与能量消耗之间的关系, 分析了不同振动参数

对辊系幅频特性的影响。 同时, 统筹考虑动态轧制

力、 分段弹性力、 分段摩擦力以及水平方向的分段

刚度, 建立了多约束作用下的轧机垂直-水平耦合

振动动力学模型[7] , 较深入地探索了轧机耦合振动

机理。 上述文献或根据轧机振动过程中表现出的特

征来构建颤振模型, 或从计算仿真角度模拟振动过

程, 从而追溯产生振动的原因, 为探索振动机理和

抑振提供了一定的参考价值和技术支撑。
从理论层面来讲, 只要找到导致轧机振动的源

头因素, 加以消除, 便可降低振动。 众所周知, 液

压系统中的核心部件为液压缸, 而液压缸运动时产

生的非线性因素有时会对轧机的垂振产生负面影响,
使得带材质量下降, 导致轧机系统失稳[8] 。 所以,
探索液压缸的振动特点, 对于提升液压系统的稳定

性具有十分重要的作用, 长期以来, 国内外学者对

此均取得了一定的研究成果。 侯东晓等[9] 通过分析

轧机辊系运动时, 液压缸与辊系间的弹性作用, 认

为液压缸输出的弹性力表现为分段非线性特征。 刘

浩然等[10]在文献 [9] 的基础上, 研究了多分段非

线性振动特性, 发现在分段处幅频曲线呈现出明显

的拐弯现象。 燕山大学刘彬教授课题组在文献 [9]
和文献 [10] 的基础上引入了具有优化参数的轧机

吸振器, 有效地降低了轧机振动[11-12] 。 对于液压缸

在运行过程中出现的各类故障与诊断, 学者们也进

行了研究。 吴炳胜等[13]运用主观诊断法和智能诊断

法等不同方法对轧机液压振动系统的故障进行了诊

断, 并探讨了不同故障出现的原因。 闫晓强等[14] 设

计了一种侧向液压压力振动与轧机辊系水平方向振

动频率相等, 而相位相反的液压振动抑制器, 验证

后发现具有一定的抑振效果。 刘琥铖等[15] 运用多层

玻尔兹曼机与 BP 神经网络组成的深度置信网络诊

断了液压缸内的泄漏故障, 其具有较高的诊断精度。
本文以液压系统中的核心部件———液压缸为研

究对象, 具体分析双作用单活塞伺服液压缸的结构

特点和运动特点, 发现液压缸的弹性作用力可由三

势阱 Mathieu-Duffing 方程来表述。 在此基础上, 建

立了基于液压缸非线性作用下的轧机辊系振动模型,
由多尺度近似法求解得到了振动系统的幅频方程,
并仿真分析了液压缸非线性作用中不同振动参数变

化下轧机辊系的幅频特性。 最后研究了轧机振动系

统的分岔和混沌行为, 指出系统发生混沌的工艺参数

区域, 为进一步揭示轧机振动机理提供了一定的参考。

1　 液压缸非线性弹性作用

四辊轧机结构简图如图 1 所示, 主要由支承辊、
工作辊、 液压缸、 机架与轴承等部分组成。 其中液

压缸为整个液压系统中的执行元件, 其通过支承辊

和工作辊将作用力加载至带材, 可通过改变工作辊

的辊缝缝差来轧制出不同厚度的带材。

图 1　 四辊轧机结构简图

1. 支承辊　 2. 工作辊　 3. 液压缸　 4. 机架 (牌坊)
Fig. 1　 Schematic

 

diagram
 

of
 

four
 

rolls
 

rolling
 

mill
 

structure

本文以双作用单活塞伺服液压缸为例进行分析,
其工作原理如图 2 所示。 液压缸中的油液在封闭的

工作腔中通过压缩形成了液体弹簧, 具有了弹性力,
然后通过活塞杆输出, 以驱动轧辊运动。

图 2　 双作用单活塞伺服液压缸结构图

Fig. 2　 Structure
 

diagram
 

of
 

double-acting
 

and
 

single-piston
 

servo
 

hydraulic
 

cylinder
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图 2 中, S1 和 S2 分别为无杆腔和有杆腔活塞的

有效作用面积; VL1 和 VL2 分别为阀与无杆腔、 阀与

有杆腔之间的管道内油液的体积; L 为液压缸总行

程; L0 为活塞的初始位置; x 为活塞位移, 即为轧

机在垂直方向的辊系振动位移。
液压缸工作时, 活塞可视为刚体。 活塞位移的

变化改变了两腔内的压力和油液体积, 使油液刚度

随之改变。 因此, 液压缸的弹性刚度 k( x) 可等效

为两腔液压弹性刚度的并联[16-17] 。

k(x) =
ES2

1

S1(L0 + x) + VL1

+
ES2

2

S2(L - L0 - x) + VL2
(1)

式中: E 为油液体积弹性模量。
由于 VL1 和 VL2 与两油腔体积值相比, 其值很

小, 可忽略不计。 则液压缸弹性刚度可简化为:

k(x) =
ES1

L0 + x
+

ES2

L - L0 - x
 

(2)

　 　 将式 (2) 在振动位移 x= 0 附近进行泰勒展开,
得:

k(x) = ES1
1
L0

- x
L2

0

+ x2

L3
0

- x3

L4
0

+ x4

L5
0

- x5

L6
0

( ) +

ES2
1

L - L0

+ x
(L - L0) 2

- x2

(L - L0) 3
é

ë
ê
ê +

x3

(L - L0) 4
- x4

(L - L0) 5
+ x5

(L - L0) 6
ù

û
ú
ú + O(x6)

(3)
式中: O(x6) 为高阶无穷项。

由于弹性势能 V(x) 具有对称性, 可以表示为:

V(x) = 1
2
α′x2 + 1

4
β′x4 + 1

6
γ′x6 (4)

式中: α′、 β′、 γ′分别为一次线性项、 三次和五次

非线性项的系数, 且 α′ =
ES1

L0
+

ES2

L-L0
, β′ =

ES1

L3
0

 -
 

ES2

(L-L0) 3 , γ′=
ES2

(L-L0) 5

 

-
 ES1

L5
0

。

对于不同的 α′、 β′和 γ′, 式 (4) 有 3 种情形:
单势阱、 双势阱和三势阱。 本文仅考虑具有图 3 所

示形式的势阱函数, 则式 (4) 为一类具有三势阱

的 Mathieu-Duffing 振子。
对式 (4) 求导, 可得液压缸的弹性力 Fk(x) 为:

Fk(x) = dV(x)
dx

= α′x + β′x3 + γ′x5 (5)

　 　 从式 (5) 可以看出, 液压缸弹性力是关于振

动位移的非线性函数, 同时, 液压缸的非线性弹性

图 3　 三势阱 Mathieu-Duffing 振子

Fig. 3　 Triple-well
 

Mathieu-Duffing
 

oscillator

力可以用 Mathieu-Duffing 方程来描述。

2　 轧机非线性振动模型及响应求解

为简化研究, 本文只针对轧机上部辊系进行分

析, 建立如图 4 所示的液压缸非线性作用下的轧机

辊系振动模型。 图 4 中, m 为上部辊系的等效质量;
c 和 k 分别为辊系间的等效线性阻尼和线性刚度;
F0cosωt 为垂直方向受到的外扰激励; F0 为扰动幅

值; ω 为外激频率; t 为时间。

图 4　 轧机辊系动力学模型

Fig. 4　 Dynamic
 

model
 

of
 

rolling
 

mill
 

rolls

根据拉格朗日原理, 可得液压缸非线性作用下

轧机辊系垂直振动动力学方程为:
mx·· + cx· + kx + Fk(x) = F0cosωt (6)

 

　 　 为计算方便, 将式 (6) 量纲化为:
x·· + μx· + ω2

0x + βx3 + γx5 = Fcosωt
 

(7)
式中: μ

 

、 ω0、 β、 γ、 F 均为质量的约化参数, 为常

系数, μ= c
m

, ω0 = k+α′
m

, β= β′
m

, γ= γ′
m

, F=
F0

m
。
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将动力学方程式式 (7) 中的非线性项冠以小

参数 ε, 采用多尺度法对其进行求解。 本文主要研

究液压缸非线性作用下轧机系统的主参数共振, 即

存在 ω=ω0 +εσ, 其中 σ 为调谐参数。 令:
x = x0(T0, T1) + εx1(T0, T1)

 

(8)
式中: T0、 T1 为不同的时间尺度,

 

T0 = t, T1 = εt;
x0 (T0, T1) 和 x1 (T0, T1 ) 分别为线性偏微分方

程式。
将式 (8) 代入式 (7), 展开后令小参数 ε 的

同次幂系数相等, 可得:

　

D2
0x0 + ω 2

0x0 = 0

D2
0x1 + ω 2

0x1 = - 2D0D1x0 - μD0x0 - βx3
0 -

　 　 　 　 　 　 γx5
0 + Fcosωt

ì

î

í

ï
ï

ïï

(9)

式中:Dn 为偏微分算子符号,
 

且 Dn = ∂ / ∂Tn,n= 0,1。

将式 (8) 的解设为复数形式: x0 =A(T1 )eiω0T0 +

A
-
(T1)e-iω0T0。 其中, i 为虚数; A 为时间 t 的复函

数; A
-
(T1 ) 为 A( T1 ) 的共轭复数。 将 x0 带入式

(9), 可得:
D2

0x1 + ω2
0x1 =

γA5e5iω0T0 - (βA3 + 5γAA
-
)A5e3iω0T0 +

( - 2iω0D1A - iμω0A - 3βA2A
-
-

10γA3A
-

2 + FeiσT1 / 2)eiω0T0 + CC (10)
式中:

 

CC 为右边各项的共轭复数。
引入复函数 A 的指数形式 A( t) = a( t) eiθ( t) / 2,

其中, a 为轧机辊系垂直振动幅值, θ( t) 为待定

函数。

为避免出现久期项, 式 (10) 中 eiω0T0 项的系

数必须为零, 即:

- 2iω0D1A - iμω0A - 3βA2A
-
-

10γA3A
-

2 + F
2

eiσT1 = 0

 

(11)

　 　 分离式 (11) 中的实部与虚部, 且轧机振动系

统处于稳态运动时, 有 a· = 0。 可得液压缸非线性作

用下的轧机辊系幅频响应方程为:

μ 2ω 2
0 + 3

4
βa2 + 5

8
γa4 - 2σω 0( )

2
é

ë
êê

ù

û
úú = F

a( )
2

 

(12)

3　 轧机辊系幅频特性

依据某轧机的基本结构和振动参数, 取一组量

纲化参数进行仿真研究, 具体为: μ = 0. 3, α′ =
0. 75, β′= -0. 72, γ′= 0. 4, F= 0. 15。

图 5 为液压缸弹性力一次线性项系数 α′变化时

轧机振动系统的幅频曲线。 可以看到, 随着 α′的增

大, 轧机辊系幅值逐渐增大, 这是因为 α′与辊系间

的线性刚度 k 有关联, 他们共同决定了轧机辊系的

固有频率 ω0。 当 α′增大时, 固有频率增大, 与外激

频率 ω 接近, 造成共振, 使得幅值增大, 振动剧

烈, 最直接的表现为造成轧制带材厚度不一。

图 5　 液压缸弹性力一次线性项系数变化时轧机辊系幅频曲线

Fig. 5　 Amplitude
 

frequency
 

curves
 

of
 

rolling
 

mill
 

rolls
 

with
 

changing
 

of
 

first-order
 

linear
 

term
 

coefficients
 

for
 

hydraulic
 

cylinder
 

elastic
 

force

图 6　 液压缸弹性力三次非线性项系数变化时轧机辊系幅频曲线

Fig. 6　 Amplitude
 

frequency
 

curves
 

of
 

rolling
 

mill
 

rolls
 

with
 

changing
 

of
 

cubic
 

nonlinear
 

term
 

coefficients
 

for
 

hydraulic
 

cylinder
 

elastic
 

force

图 6 为液压缸弹性力三次非线性项系数 β′对辊

系幅频特性的影响。 可以看到, β′的改变对轧机系

统振幅大小基本无影响, 但对振动曲线的弯曲程度

影响较大。 随着 β′的增大, 曲线骨干向右偏移, 且

出现了跳跃现象。 以 β′ = - 0. 80 为例, 具体为: 当

β′逐步增大时, 曲线沿 1 2 3 路径运动, 此时

振幅随之增大, 但轧机辊系处于稳态运动; 在点 3
处, 振幅突降, 变化至点 4, 在此过程中, 轧机系

统将会发生急速剧烈颤振, 造成一定数量的废材,
在工业现场一般通过临时减速来做调节。 反之, 当

β′逐步减小时, 曲线由稳态的点 4 逐步过渡至点 5
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处, 随后振幅由点 5 处突跃至点 2 处, 此时轧机辊

系处于非稳态, 然后沿 2 1 路径逐步恢复至稳态。
图 7 为液压缸弹性力五次非线性项系数 γ′对轧

机系统的影响状态。 与 β′相比, γ′变化时不仅影响

辊系振幅大小, 而且造成了一定的跳跃现象, 这说

明五次非线性项系数 γ′对轧机幅频特性影响较大,
在生产中要注意取值适当, 避免振动。 这也进一步

验证了理论研究将液压缸非线性作用视为 Mathieu-
Duffing 振子的正确性。

图 7　 液压缸弹性力五次非线性项系数变化时轧机辊系幅频曲线

Fig. 7　 Amplitude
 

frequency
 

curves
 

of
 

rolling
 

mill
 

rolls
 

with
 

changing
 

of
 

quintic
 

nonlinear
 

term
 

coefficients
 

for
 

hydraulic
 

cylinder
 

elastic
 

force

4　 轧机辊系分岔与混沌特性

令 x· = y, 则式 (7) 可写为:
y· = - ω2

0x - μy - βx3 - γx5 + Fcosωt (13)
　 　 给式 (7) 中的非线性项冠以小参数 ε, 当 ε= 0
时, 可得振动系统的 Hamilton 量 H(x, y) 为:

　 H(x, y) = 1
2
y2 + 1

2
ω 2

0x2 + 1
4
βx4 + 1

6
γx6 (14)

　 　 此时可得轧机振动系统的两条异宿轨道方程为:

x0
± ( t) =

2Qsinh - 2ω2
0

β( )
- R + cosh - 2ω2

0

β( )

y0
± ( t) =

2QT 1 - R( ) cosh - 2ω2
0

β( )

2 - R + cosh - 2ω2
0

β( )
3
2é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(15)

式中:
 

Q = -β+N
2γ

; T = Q 2γ(M2 -1) ; R = 5-3M2

3M2 -1
;

M=β-N
β+N

; N= β2 -4γω2
0 。

依据 Melnikov 函数定义, 由式 (15) 可得液压

缸非线性扰动作用下的异宿轨道 Melnikov 函数

M0
±( t0) 表达式为:

M0
± ( t0) = - μI1 + FI2cosωt0

 (16)

式中: t0 为 时 间 函 数; I1 = Q2T
2(1+R)

×

(2+R) +
arcsinR+ π

2
1-R

(1+2R)

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

; I2 = 2Qωπ

Tsinh πω
T( )

。

根据 Melnikov 函数性质可知, 当 M0
± ( t0 ) 有简

单零点时, 轧机振动系统将出现 Smale 马蹄存在意

义下的混沌, 即 M0
±( t0 ) = 0 时, 可得 cosωt0 = ±μI1 /

FI2。 要使 cosωt0 有解, 必须有 μI1 / FI2 < 1。 即满足

式 (17) 的条件时, 液压缸非线性作用下轧机振动

系统可发生 Smale 马蹄存在意义下的混沌现象。
F
μ

>
I2

I1
(17)

　 　 由式 (16) 和式 (17) 可知, 外扰激励幅值质

量约化参数 F 和辊系间的等效线性阻尼质量约化参

数 μ 的比值满足一定条件时, 将会出现混沌运动。
主要的影响参数有外激频率 ω, 以及液压缸弹性力

的一次线性项、 三次和五次非线性项系数。 根据图

5 ~图 7 中的仿真结果可知, 对轧机辊系振动状态影

响最大的为五次非线性项系数 γ′, 因此, 下面以 γ′
变化为例来探讨轧机辊系的分岔与混沌特性。

图 8 为随液压缸弹性力五次非线性项系数 γ′变
化时的局部分岔混沌图。 图 9 ~ 图 11 为不同 γ′处对

应的相轨迹和 Poincare 截面。

图 8　 随液压缸弹性力五次非线性项系数
 

γ′变化的

轧机辊系分岔与混沌图

Fig. 8　 Bifurcation
 

and
 

chaos
 

diagram
 

of
 

rolling
 

mill
 

rolls
 

with
 

changing
 

of
 

quintic
 

nonlinear
 

term
 

coefficients
 

γ′for
 

hydraulic
 

cylinder
 

elastic
 

force

从图 8 可以看到, 轧机辊系的分岔行为较为丰

富。 在 γ′较小时, 轧机分岔为周期运动, 此时轧机

辊系处于稳态。 在 γ′= 0. 2 处, 系统发生跳跃, 振
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图 9　 γ′ = 0. 20 时轧机辊系的相轨迹 (a) 和 Poincare 截面 (b)
Fig. 9　 Phase

 

path (a)
 

and
 

Poincare
 

section (b)
 

of
 

rolling
 

mill
 

rolls
 

at
 

γ′ = 0. 20

图 10　 γ′ = 0. 84 时轧机辊系的相轨迹 (a) 和 Poincare 截面 (b)
Fig. 10　 Phase

 

path (a)
 

and
 

Poincare
 

section (b)
 

of
 

rolling
 

mill
 

rolls
 

at
 

γ′ = 0. 84

图 11　 γ′ = 1. 03 时轧机辊系的相轨迹 (a) 和 Poincare 截面 (b)
Fig. 11　 Phase

 

path
 

(a) and
 

Poincare
 

section (b)
 

of
 

rolling
 

mill
 

rolls
 

at
 

γ′ = 1. 03

幅增大, 辊系逐步进入 2 倍周期运动, 对应的相轨

迹为两条闭合曲线 (图 9a), Poincare 映射为 2 个固

定不动点 (图 9b)。 随着 γ′的进一步增大, 轧机振

动系统进入了 3 倍周期运动, 此时轧机系统处于准

稳态, 在轧制现场一般会监测到轻微振动, 但不影

响生产。 在 γ′= 0. 84 附近, 轧机辊系进入短暂的阵

发性混沌, 随后退化为 5 倍周期运动, 5 倍周期运

动对应的相轨迹为 5 条自相交的封闭曲线 ( 图

10a), Poincare 截面为 5 个不动点 (图 10b)。 随后

系统发生倍周期运动, 进入了 10 倍周期运动, 对应

的相轨迹和 Poincare 截面如图 11 所示。 多倍周期运

动一般是发生混沌运动的先兆, 在工业现场此时已

经表现出较明显的振动迹象, 可以运用现代智能监

测系统提前做出监测和预判, 做出抑振措施。 随着

γ′>1. 05, 轧机辊系进入阵发性混沌, 随后彻底陷入

混沌运动, 导致轧机辊系发生无规律的剧烈振动。
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5　 结语

通过理论分析, 发现可由三势阱 Mathieu-Duff-
ing 方程以揭示双作用单活塞伺服液压缸的非线性弹

性作用, 在此基础上建立了液压缸非线性作用下轧

机辊系振动模型。 首先, 得到了不同振动参数和工

艺参数变化下轧机辊系的幅频曲线, 发现一次线性

项系数仅对振动系统的幅值变化有影响, 三次非线

性项系数会导致振动系统出现跳跃现象, 而五次非

线性项系数不仅对幅值变化有较大影响, 且会导致

轧机辊系处于失稳状态。 最后, 运用 Melnikov 理论

推导得到了振动系统进入混沌运动的发生条件, 发

现振动系统存在周期运动、 2 倍周期运动、 3 倍周期

运动、 5 倍周期运动、 10 倍周期运动和混沌运动,
且交叉出现阵发性混沌, 分岔行为丰富, 同时运用

非线性振动理论对其进行验证。
本文研究结论可为进一步分析轧机振动机理和

振动行为提供一定的理论参考和技术支撑。
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