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摘要: 对常刚度法和切线刚度法两种非线性有限元计算方法进行对比研究。 通过 FORTRAN 语言编写 UMAT 子程序将两种算

法嵌入至 ABAQUS 软件中, 再结合 AA7075-T6 铝合金试样的单轴拉伸实验及其数值模拟结果, 分析单元尺寸、 增量步对这两

种算法的计算效率、 精度及稳定性的影响。 结果表明: 在不同增量步和单元尺寸下, 常刚度法的计算效率更高, 但若以计

算的精度作为标准, 则切线刚度法的计算效率更高。 在相同单元尺寸下, 增量步越小, 算法精度越高, 但常刚度法的波动

更大。 由于增量步影响占主导, 若增量步非常小, 则单元尺寸对常刚度法精度的影响甚微, 反之影响较大, 而切线刚度法

的精度受单元尺寸的影响很小。 综合分析可知, 切线刚度法的计算稳定性更高, 为相关 UMAT 子程序开发人员提供了依据

和参考。
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Abstract:
 

Two
 

nonlinear
 

finite
 

element
 

calculation
 

methods
 

of
 

constant
 

stiffness
 

method
 

and
 

tangent
 

stiffness
 

method
 

were
 

compared
 

and
 

studied,
 

and
 

two
 

algorithms
 

were
 

embedded
 

into
 

ABAQUS
 

software
 

by
 

writing
 

UMAT
 

subroutine
 

in
 

FORTRAN
 

language.
 

Then,
 

the
 

influ-
ences

 

of
 

element
 

size
 

and
 

incremental
 

step
 

on
 

the
 

calculation
 

efficiency,
 

accuracy
 

and
 

stability
 

of
 

the
 

two
 

algorithms
 

were
 

analyzed
 

by
 

the
 

uniaxial
 

tensile
 

test
 

and
 

numerical
 

simulation
 

results
 

of
 

AA7075-T6
 

aluminum
 

alloy
 

samples.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

calculation
 

efficien-
cy

 

of
 

the
 

constant
 

stiffness
 

method
 

is
 

higher
 

at
 

different
 

incremental
 

steps
 

and
 

element
 

sizes.
 

However,
 

if
 

the
 

calculation
 

precision
 

is
 

taken
 

as
 

the
 

standard,
 

the
 

calculation
 

efficiency
 

of
 

the
 

tangent
 

stiffness
 

method
 

is
 

higher.
 

With
 

the
 

same
 

element
 

size,
 

the
 

smaller
 

the
 

incremen-
tal

 

step
 

is,
 

the
 

higher
 

the
 

precision
 

of
 

the
 

algorithm
 

is,
 

but
 

the
 

greater
 

the
 

fluctuation
 

of
 

the
 

constant
 

stiffness
 

method
 

is.
 

Since
 

the
 

influ-
ence

 

of
 

the
 

incremental
 

step
 

is
 

dominant,
 

if
 

the
 

incremental
 

step
 

is
 

very
 

small,
 

the
 

element
 

size
 

has
 

little
 

effect
 

on
 

the
 

precision
 

of
 

the
 

con-
stant

 

stiffness
 

method,
 

otherwise,
 

the
 

effect
 

is
 

greater.
 

However,
 

the
 

calculation
 

precision
 

of
 

the
 

tangent
 

stiffness
 

method
 

is
 

slightly
 

affect-
ed

 

by
 

the
 

element
 

size.
 

Thus,
 

the
 

comprehensive
 

analysis
 

shows
 

that
 

the
 

stability
 

of
 

the
 

tangent
 

stiffness
 

method
 

is
 

higher,
 

which
 

provides
 

a
 

basis
 

and
 

reference
 

for
 

developers
 

of
 

relevant
 

UMAT
 

subroutine.
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　 　 随着计算机技术的迅速发展, 计算机辅助工程 (Computer
 

Aided
 

Engineering,
 

CAE) 被广泛用于模
拟各种材料的加工成形工艺。 其中, ABAQUS 作为
一种功能强大的通用非线性有限元软件之一, 被广
泛应用于机械制造、 航空航天、 汽车交通等诸多领
域[1-2] 。 而且, ABAQUS 软件为用户提供了大量的

求解模型, 通过这些模型可以求解绝大多数问
题[3] 。 但对于实际的加工成形, 其前后处理模块提

供的功能并不完善, 有些功能需要通过二次开发来



　 　

实现。 因此, ABAQUS 软件为用户提供了强大且易
用的二次开发工具和子程序接口, 以解决特定的工
程问题[4-6] 。 其中 UMAT 子程序[7-8] 作为 FORTRAN
语言接口可用于定义 ABAQUS 软件中未包含的材料
本构模型, 从而提高软件的应用范围和灵活性, 被
各领域的研究人员广泛应用。

在编写子程序时, 算法选择至关重要。 例如:
Zhang

 

S
 

L 等
 [9] 利用 Newton-Raphson 迭代法编写了

UMAT 子程序以求解非线性问题, 研究了 Tresca 屈
服准则在模拟预测管道爆破方面的应用。 Liu

 

W
 

C
和 Chen

 

B
 

K 等[10] 通过采用反欧拉应力积分算法,
将各向异性本构模型写入 UMAT 子程序, 以预测
AA3104-H19 铝合金的深拉凸耳现象。

上述研究只是运用这些算法对非线性问题进行
求解, 而目前对于各种算法的特性却缺乏深入研究。
因此, 本文对迭代法中的常刚度法和切线刚度法在
数值仿真中的应用进行了对比研究, 这对于在求解
非线性有限元问题时, 如何选取这两种算法具有重
要意义。

1　 非线性问题的求解方法

对于材料的非线性特性, 一般使用迭代的方法
求解非线性方程组。 非线性代数方程组 φ(a) 如式
(1) 所示。

φ(a) = R(a) - G = 0
 

　 或 　 R(a) = G (1)
式中: a 为待求解的未知向量; R(a) 为 a 的非线
性函数向量; G 为独立于 a 的已知向量。

在以位移为基本未知量的有限元分析中, a 为
节点位移向量, G 为节点载荷向量。 至于如何进行
求解, 分别研究了以下两种算法。
1. 1　 常刚度法

 

常刚度法是求解非线性方程组最为简单的一种
算法。 上述非线性方程组式 ( 1) 可以改写为式
(2) 形式:

H(a)a = G
 

或
 

H(a)a = R(a) (2)

式中: H(a) 为 n×n 的矩阵, 其元素为 a 的函数。
其详细求解过程如下:
(1) 首先假定 1 个初始值。

a = a(0) (3)

　 　 (2) 将该初始值带入非线性方程组式 (2) 中,
即可得到一个改进的第 1 次近似解。

a(1) = [H(a(0) )] -1G (4)
　 　 (3) 重复步骤 (2), 经过多次循环计算即可得

到第 n 次近似解。

a(n) = [H(a(n-1) )] -1G (5)

　 　 (4) 将‖a(n) -a(n-1) ‖与要求的精度误差比较。
若满足要求, 则退出迭代; 若不满足要求, 则继续

迭代。 从上述过程中可以清楚地看到, 在每次计算

时需要对第 (n- 1) 次近似系数矩阵H(a(n-1) ) 求

逆。 因此, 为了避免这一问题, 采用常系数矩阵进

行下一次迭代, 即求出a(1)之后利用式 ( 6) 求解

a(1)的修正量 Δa(1) :

Δa(1) = [H(a(0) )] -1[G - H(a(1) )G(1) ] (6)

式中: G(1) 为 1 次迭代的近似节点载荷向量。
由此可得:

a(2) = a(1) + Δa(1) (7)

　 　 继续迭代即可得到第 n 次的节点位移向量, 如

式 (8) 所示:
Δa(n-1) = [H(a(0) )] -1[G - H(a(n-1) )G(n-1) ]

(8)
a(n) = a(n-1) + Δa(n-1) (9)

式中: G(n-1) 为 (n-1) 次迭代的近似节点载荷向

量, n≥2。
直到满足步骤 (4) 要求的精度误差条件为止。

1. 2　 切线刚度法

通过切线刚度法求解非线性方程组时, 其与常

刚度法的区别在于: 它每步均要形成切线刚度矩阵,
计算量较大。 其具体求解过程如下:

若得到了第 n 次近似解 a(n) , 且通常 φ(a(n) )≠
0, 因此, 为了得到进一步的近似解 a(n+1) , 可将

φ(a(n+1) ) 表示为 a(n) 附近仅保留线性项的泰勒展

开式, 即:

φ(a(n+1) ) = φ(a(n) ) + dφ
da( )

(n)

Δa(n) (10)

式中: a(n+1) = a(n) +Δa(n) ; dφ
da( )

(n)

为第 n 次迭代的

切线刚度矩阵, dφ
da( )

(n)

= dR
da( )

(n)

= HT(a(n) )。

由式 (10) 可知:
a(n) = - [HT(a(n) )] -1φ(a(n) ) =
- [HT(a(n) )] -1[R(a(n) ) - G] =

[HT(a(n) )] -1[G - R(a(n) )] (11)
　 　 由于式 (7) 仅取泰勒展开式的近似解, 因此,
a(n+1) 仍为近似解, 即需要重复上述迭代过程, 直

至满足精度误差要求为止。
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2　 实验材料及其单轴拉伸性能

本次研究使用的 AA7075-T6 铝合金拉伸试样的

尺寸取自文献 [11]。 如图 1 所示, 试样标距长度

为 50
 

mm、 宽度为 20
 

mm、 厚度为 2
 

mm。 Yang
 

Z
 

Y
等

 [11]对 AA7075-T6 铝合金试样进行了不同方向的

拉伸实验, 得到的工程应力-工程应变曲线如图 2
所示。

图 1　 单轴拉伸实验的试样尺寸

Fig. 1　 Specimen
 

sizes
 

for
 

uniaxial
 

tensile
 

test

图 2　 不同方向下的工程应力-工程应变曲线

Fig. 2　 Engineering
 

stress-engineering
 

strain
 

curves
 

in
 

different
 

directions

3　 数值仿真

3. 1　 设计方案

依据增量步和标距区域内单元尺寸这两个影

响因素分别设置了 3 组仿真对比实验, 具体设计方

案如表 1 所示。 试样中标距区域以外的单元尺寸为

4
 

mm, 所有单元的类型均为全积分单元 C3D8, 每

单元有 8 个高斯积分点。

表 1　 仿真实验设计方案

Table
 

1　 Design
 

schemes
 

of
 

simulation
 

text

影响因素 编号 标距区域内单元尺寸 / mm 增量步

增量步

1 2. 0 0. 01 ~ 0. 10

2 2. 0 0. 0055 ~ 0. 0550

3 2. 0 0. 001~ 0. 010

标距区域内

单元尺寸

a 2. 0 0. 01 ~ 0. 10

b 1. 0 0. 01 ~ 0. 10

c 0. 5 0. 01 ~ 0. 10

3. 2　 本构模型

本文中所使用的描述材料应力、 应变关系的模

型如式 (12) 所示。
σ = A × (εp) B + C (12)

式中: σ 为流动应力; C 为准静态屈服应力; εp 为

等效塑性应变; A 和 B 为应变硬化参数。
对于 AA7075-T6 铝合金的本构模型材料参数的

标定, 通过辅助软件 Origin 来进行拟合求解。 其中

材料的应力、 应变数据取自图 2 中与轧制方向成 0°
方向拉伸所得的工程应力-工程应变曲线。 拟合结

果如表 2 所示。

表 2　 AA7075-T6 铝合金本构模型中的材料参数

Table
 

2　 Material
 

parameters
 

of
 

AA7075-T6
 

aluminum
 

alloy
in

 

consititutive
 

model

参数 A B C / MPa
数值 178. 11213 0. 45967 493. 4

3. 3　 有限元网格模型

根据设计方案, 3 种单元尺寸的有限元网格模

型如图 3 所示。

图 3　 有限元网格模型

(a) 标距区域内单元尺寸为 2. 0
 

mm　 (b) 标距区域内单元尺寸为 1. 0
 

mm　 (c) 标距区域内单元尺寸为 0. 5
 

mm
Fig. 3　 Finite

 

element
 

mesh
 

models
(a) Element

 

size
 

in
 

scale
 

region
 

of
 

2. 0
 

mm　 (b) Element
 

size
 

in
 

scale
 

region
 

of
 

1. 0
 

mm　 (c) Element
 

size
  

in
 

scale
 

region
 

of
 

0. 5
 

mm
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3. 4　 加载方式和边界条件

首先, 对模型的其中一端面施加完全约束, 并

将模型的另一端面与参考点 RP 进行耦合, 在参考

点上施加 X 方向的 5
 

mm 位移载荷, 且保证应变率

为 0. 5
 

s-1, 如图 4 所示。

图 4　 加载方式和边界条件

Fig. 4　 Loading
 

pattern
 

and
 

boundary
 

condition

3. 5　 模型求解

将编写好的 UMAT 子程序嵌入 ABAQUS 软件

通过 与 ABAQUS 主 求 解 程 序 的 接 口 实 现 与

ABAQUS 的数据交流。 其前提为子程序在 ABAQUS
 

中运行模拟时必须保证 ABAQUS 求解器链接至

FORTRAN 编译器[12] 。 用户材料自定义参数如表 3
所示。

表 3　 用户自定义 AA7075-T6 铝合金材料参数

Table
 

3　 User-defined
 

material
 

parameters
 

of
 

AA7075-T6
 

aluminum
 

alloy

参数 弹性模量 / MPa 泊松比 μ 屈服应力 / MPa

数值 72800 0. 33 493. 4

4　 结果分析

通常进行有限元分析时, 增量步和单元尺寸会

影响算法的计算效率和精度。 因此, 本文研究这两

种因素对两种算法的影响, 并进行对比。
4. 1　 增量步对算法的影响

在对非线性问题进行分析求解时, 一个分析步

中施加的载荷会被分解为很多小的增量, 即可以按

照非线性求解步骤进行计算。 对此, 在设计方案中

设置了 3 种增量步, 分别为 0. 01 ~ 0. 10、 0. 0055 ~
0. 0550, 0. 001~ 0. 010。 选择增量步为 0. 0055 ~ 0. 0550
时的等效应力云图作为本次云图参考, 如图 5 所示。

图 5　 增量步为 0. 0055~ 0. 0550 时的等效应力云图

(a) 切线刚度法　 (b) 常刚度法

Fig. 5　 Equivalent
 

stress
 

cloud
 

maps
 

at
 

incremental
 

step
 

of
 

0. 0055-0. 0550
(a) Tangent

 

stiffness
 

method　 (b) Constant
 

stiffness
 

method

　 　 两种算法在 3 种增量步下所计算出的工程应力-
工程应变曲线图分别如图 6、 图 7 和图 8 所示。

图 6　 增量步为 0. 01~ 0. 10 时的工程应力-工程应变曲线

Fig. 6　 Engineering
 

stress-engineering
 

strain
 

curves
 

at
 

incremental
 

step
 

of
 

0. 01-0. 10

图 7　 增量步为 0. 0055 ~ 0. 0550 时的工程应力-工程应变曲线

Fig. 7　 Engineering
 

stress-engineering
 

strain
 

curves
 

at
 

incremental
 

step
 

of
 

0. 0055-0. 0550

如表 4 所示, 随着增量步的减小, 常刚度法计

算所得的最大等效应力也随之减小, 且计算出的屈
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图 8　 增量步为 0. 001~ 0. 010 时的工程应力-工程应变曲线

Fig. 8　 Engineering
 

stress-engineering
 

strain
 

curves
 

at
 

incremental
 

step
 

of
 

0. 001-0. 010

表 4　 两种算法在不同增量步下的计算结果

Table
 

4　 Calculated
 

results
 

of
 

two
 

algorithms
 

under
 

different
 

increment
 

steps

增量步 求解算法
计算时

间 / s
迭代

次数

屈服应

力 / MPa
最大等效

应力 / MPa

0. 01 ~ 0. 10
常刚度法 37 166 503. 35 564. 7

切线刚度法 44 184 480. 19 538. 6

0. 0055 ~
0. 0550

常刚度法 48 238 500. 70 559. 5

切线刚度法 59 264 487. 85 538. 5

0. 001~
0. 010

常刚度法 147 2028 494. 41 541. 8

切线刚度法 169 1030 493. 70 538. 5

服应力也逐渐接近实验所得的 AA7075-T6 铝合金在

单轴拉伸下的屈服应力, 其中当增量步减小至

0. 001 ~ 0. 010 时, 其计算出的屈服应力与实验所得

的 493. 4
 

MPa
 

仅相差 1. 01
 

MPa; 但在 3 种增量步

下, 常刚度法所得屈服应力较铝合金在单轴拉伸下

的屈服应力高。 此外, 如图 6、 图 7 和图 8 所示,
仅当增量步很小时, 常刚度法计算所得的工程应

力-工程应变曲线与实验所得的曲线一致。 对于切

线刚度法, 在不同的增量步下, 其计算出的工程应

力-工程应变曲线均与实验所得的曲线吻合良好,
所计算出的屈服应力也是随着增量步的减小逐渐

接近实验所得的屈服应力, 而计算出的最大等效

应力几乎不变。 因此, 增量步对切线刚度法精度

的影响小于常刚度法, 而在 3 种增量步下, 常刚

度法的计算效率高于切线刚度法。
通过综合比较两种算法在 3 种不同增量步下的

计算结果, 切线刚度法可以以较小的计算成本和较

高的效率得出较精确的结果, 但常刚度法与之相反。

虽然常刚度法在这 3 种不同的增量步下所展现出的

计算效率均高于切线刚度法, 但仅有当增量步很小

时, 才能保证其计算精度。

4. 2　 网格单元尺寸对算法的影响

在有限元分析中, 网格单元尺寸是影响计算精

度和效率的因素之一。 通常网格单元越小, 计算结

果就越接近真实值。 在本文中, 如表 1 所示, 分别

建立了 3 种不同的网格单元尺寸来分析其对常刚度

法和切线刚度法的影响。
两种算法计算出的不同网格单元尺寸下的

AA7075-T6 铝合金试样在单轴拉伸下的工程应力-工
程应变曲线分别如图 9 和图 10 所示。 切线刚度法计

算出的结果与实验结果吻合良好, 而对于网格细化

后的模型, 常刚度法计算出的结果略微偏大。 如表

5 所示, 随着网格单元尺寸的减小, 切线刚度法计

算出的屈服应力逐渐接近实验所得的屈服应力, 而

常刚度法反而越来越偏离实验所得的屈服应力。 其

中, 对于网格 b 和网格 c, 常刚度法计算出的屈服

应力几乎无变化, 而且在屈服点处的应变也趋于一

致。 这说明随着网格密度的增加, 数值模拟结果会

趋向一个定值, 此时网格也随之收敛。 因此, 若再

细化网格, 只会增加计算时间, 而对计算精度影响

甚微。 对于网格 c, 切线刚度法在计算时出现了错

误, 正是由于单元尺寸太小, 导致计算量太大, 从

而使得程序无法正常运行。

图 9　 常刚度法计算出的工程应力-工程应变曲线

Fig. 9　 Engineering
 

stress-engineering
 

strain
 

curves
 

calculated
 

by
 

constant
 

stiffness
 

method

如表 5 所示, 随着单元尺寸的减小, 两种算法

的计算效率均降低。 但常刚度法的计算效率依然较

切线刚度法的更高。 另外, 针对不同的网格单元尺

寸, 常刚度法计算的最大等效应力误差较大, 而切

线刚度法的几乎不受影响。 为了更加直观地比较, 提取
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　 　 图 10　 切线刚度法计算出的工程应力-工程应变曲线

Fig. 10　 Engineering
 

stress-engineering
 

strain
 

curves
 

calculated
 

by
 

tangential
 

stiffness
 

method

表 5　 两种算法在不同网格单元尺寸下的计算结果

Table
 

5　 Calculated
 

results
 

of
 

two
 

algorithms
 

under
 

different
 

mesh
 

element
 

sizes

算法
网格

模型

屈服应力 /
MPa

屈服应变
计算时间/
s

迭代

次数

最大等效

应力 / MPa

常刚

度法

a 503. 35 0. 007224 26 166 569. 9

b 512. 58 0. 007044 104 214 579. 4

c 512. 57 0. 007043 799 271 575. 1

切线

刚度

法

a 480. 19 0. 006782 54 184 539. 1

b 489. 31 0. 006724 353 200 539. 4

c — — — — —

了应力云图上的较大应力所在路径上的等效应力值。
路径选取位置如图 11 所示, 两种算法计算出的等效应

力分布分别如图 12 和图 13 所示。 对于 3 种不同网格单

元尺寸, 切线刚度法计算的该路径上的等效应力分布

吻合较好, 且等效应力最大相差仅为 0. 273
 

MPa。 而常

刚度法对于网格未细化的模型和细化后的模型计算出

的等效应力偏差很大。 对此现象, 可能的原因为: 增

量步越小, 常刚度法的精度越高。 因此, 将增量步调

为 0. 001~0. 010, 并对此进行了验证。

图 11　 选取的路径位置

Fig. 11　 Selected
 

path
 

location

增量步调为 0. 001 ~ 0. 010 之后, 常刚度法计算

所得的工程应力-工程应变曲线和等效应力分布分

别如图 14 和图 15 所示。 对于 3 种不同网格单元尺

图 12　 切线刚度法下所选路径上的等效应力分布

Fig. 12　 Equivalent
 

stress
 

distributions
 

along
 

selected
 

path
 

with
 

tangent
 

stiffness
 

method
 

图 13　 常刚度法下所选路径上的等效应力分布

Fig. 13　 Equivalent
 

stress
 

distributions
 

along
 

selected
 

path
 

with
 

constant
 

stiffness
 

method
 

寸的模型, 将增量步调小后, 常刚度法计算出的工

程应力-工程应变曲线与实验结果高度吻合。 此时,
常刚度法计算出的所选路径上的等效应力值偏差也

随之变小。 因此, 切线刚度法的稳定性高于常刚度

法, 而这也证明了增量步的影响占据主导。

图 14　 增量步为 0. 001 ~ 0. 010 时常刚度法计算出的

工程应力-工程应变曲线

Fig. 14　 Engineering
 

stress-engineering
 

strain
 

curves
 

calculated
 

by
 

constant
 

stiffness
 

method
 

at
 

incremental
 

step
 

of
 

0. 001-0. 010
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图 15　 增量步为 0. 001~0. 010 时常刚度法下所选路径上的等效应力分布

Fig. 15　 Distributions
 

of
 

equivalent
 

stress
 

along
 

selected
 

path
 

with
 

constant
 

stiffness
 

method
 

at
 

incremental
 

step
 

of
 

0. 001-0. 010

5　 结论

(1) 常刚度法和切线刚度法在计算精度上均会

随着增量步的减小而提高。 但从两种算法所计算出

的工程应力-工程应变曲线来看, 切线刚度法较常

刚度法在精度上受增量步的影响很小。
(2) 切线刚度法在计算精度上会随着单元尺寸

的减小而提高, 但这种影响对于切线刚度法而言较

小, 而常刚度法的计算精度会随着单元尺寸的减小

而降低。 但由于增量步的影响占据主导作用, 则当

增量步很小时, 单元尺寸对常刚度法的计算精度无

太大的影响。
(3) 切线刚度法和常刚度法的计算效率均会随

着增量步和单元尺寸的减小而降低, 但常刚度法的

计算效率会更高, 而其计算精度无法保证。 因此,
若以计算精度为标准, 则切线刚度法的计算效率更

高。 其中, 增量步和单元尺寸均不宜太小, 否则会给

算法徒增计算负担。
(4) 通过上述大量的分析对比可知, 切线刚度

法受增量步和单元尺寸的影响较小, 因此, 切线刚

度法比常刚度法更加稳定。
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