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摘要: 考虑谐波力矩和轧辊偏心的影响, 建立了工作辊水平振动的动力学模型。 采用多尺度近似解析法得到了在谐波力矩和

轧辊偏心影响下工作辊水平方向的主共振、 超谐波共振和亚谐波共振的幅频特性方程, 分析了阻尼系数、 轧制力非线性系数

以及谐波力矩变化下系统的幅频特性。 结果表明: 系统阻尼系数的增大会使幅频特性曲线的幅值和共振区域变小; 随着轧制

力非线性系数和谐波力矩的增大, 幅频特性曲线的曲率和幅值增大, 系统的稳定性降低。 最后, 对模型进行数值求解, 并通

过相轨迹和分岔混沌图等方法分析了谐波力矩和辊系偏心影响下系统的运动规律, 发现谐波力矩和轧辊偏心力共同作用时会

导致工作辊在水平方向上的混沌运动范围增大, 使系统更容易出现失稳现象。 通过将模型的数值解与近似解对比, 进一步验

证了谐波力矩和轧辊偏心力会降低工作辊运行的稳定性。 研究结果为稳定工作辊的运行提供了一定的理论依据。
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Abstract:
 

Considering
 

the
 

influences
 

of
 

harmonic
 

moment
 

and
 

roll
 

eccentricity,
 

a
 

dynamic
 

model
 

of
 

horizontal
 

vibration
 

for
 

work
 

roll
 

was
 

established,
 

and
 

the
 

amplitude-frequency
 

characteristic
 

equations
 

of
 

horizontal
 

principal
 

resonance,
 

super-harmonic
 

resonance
 

and
 

sub-
harmonic

 

resonance
 

of
 

work
 

roll
 

under
 

the
 

influences
 

of
 

harmonic
 

moment
 

and
 

roll
 

eccentricity
 

were
 

obtained
 

by
 

multi-scale
 

approximate
 

analytic
 

method.
 

Then,
 

the
 

amplitude-frequency
 

characteristics
 

of
 

the
 

system
 

under
 

the
 

changes
 

of
 

damping
 

coefficient,
 

nonlinear
 

coeffi-
cient

 

of
 

rolling
 

force
 

and
 

harmonic
 

moment
 

were
 

analyzed.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

amplitude
 

and
 

resonance
 

region
 

of
 

the
 

amplitude-fre-
quency

 

characteristic
 

curve
 

decrease
 

with
 

the
 

increasing
 

of
 

the
 

damping
 

coefficient
 

of
 

the
 

system,
 

the
 

curvature
 

and
 

amplitude
 

of
 

the
 

ampli-
tude-frequency

 

characteristic
 

curve
 

increase
 

with
 

the
 

increasing
 

of
 

the
 

nonlinear
 

coefficient
 

of
 

rolling
 

force
 

and
 

the
 

harmonic
 

moment,
 

and
 

the
 

stability
 

of
 

the
 

system
 

is
 

reduced.
 

Finally,
 

the
 

model
 

was
 

numerically
 

solved,
 

and
 

the
 

motion
 

rules
 

of
 

the
 

system
 

under
 

the
 

influences
 

of
 

harmonic
 

moment
 

and
 

roll
 

system
 

eccentricity
 

were
 

analyzed
 

by
 

the
 

methods
 

such
 

as
 

phase
 

trajectory
 

and
 

bifurcation
 

chaos
 

diagrams.
 

It
 

is
 

found
 

that
 

the
 

chaotic
 

motion
 

range
 

of
 

work
 

roll
 

in
 

the
 

horizontal
 

direction
 

increases
 

when
 

the
 

harmonic
 

moment
 

and
 

the
 

roll
 

eccentricity
 

force
 

work
 

together,
 

making
 

the
 

system
 

more
 

prone
 

to
 

instability.
 

By
 

comparing
 

the
 

numerical
 

solution
 

of
 

the
 

model
 

with
 

the
 

approximate
 

solution,
 

it
 

is
 

further
 

verified
 

that
 

the
 

harmonic
 

moment
 

and
 

the
 

roll
 

eccentricity
 

force
 

reduce
 

the
 

stability
 

of
 

work
 

roll.
 

The
 

results
 

provide
 

a
 

theoretical
 

basis
 

for
 

improving
 

the
 

operation
 

stability
 

of
 

work
 

roll.
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　 　 为适应现代化产业的发展, 对轧制产品的质量 提出了更高的要求, 同时对生产设备的稳定性带来

了更大的挑战[1] 。 然而, 轧机振动不仅会降低产品

的品质和轧制效率, 严重时还会造成轧制设备的损

坏, 威胁人员的安全。
水平振动发生时常常伴有巨大的噪音, 轧件表

面还会带有明暗相间的波纹, 严重时还会导致断带、
窜辊等事故。 张瑞成等[2] 研究轧机水平振动时, 将

工作辊与轧件之间的刚度和阻尼分别采用 Rayleigh
和 Duffing 模型表示。 Fan

 

X
 

B 等[3] 发现减小轧辊轴



承座与牌坊立柱的间隙可有效抑制轧辊水平振动。 张

明等[4]将上 / 下工作辊在轧制过程中的运动状态视为

非对称运动, 同时考虑了轧件与上 / 下工作辊间摩擦

因数的非对称性对系统运行稳定性的影响。 王运涛

等[5]考虑了辊缝动态摩擦力以及工作辊撞击牌坊时对

系统稳定性的影响, 建立了热轧机辊系非线性水平振

动模型。 孙建亮等[6]对轧机水平振动的固有频率和振

型进行了计算和测试, 同时分析了轧件厚度变化对水

平振动特性的影响。 闫晓强等[7]针对轧制过程中辊系

发生的水平振动现象, 提出了一种液压振动抑制器,
并通过仿真软件对抑振器的效果进行了验证。

近年来, 随着对振动机理的充分认识, 学者们

发现电机作为主要动力源, 其非正常运作必然会对

轧机稳定性带来影响。 Tang
 

H
 

P 等[8] 针对主传动系

统失稳现象, 建立了机电耦合振动模型。 张义方

等[9]考虑电流谐波和轧制力谐波的影响, 建立了主

传动扭转振动动力学模型。 刘爽等[10] 考虑了电机参

数变化对主传动系统稳定性的影响, 建立了主传动

系统非线性扭转振动动力学模型。 电机作为轧辊直

接动力源, 其参数变化必然会影响轧辊的正常运行,
但大多数学者在分析轧辊运动状态时往往会忽略电

机参数的影响。 针对此问题, 考虑谐波力矩和辊系

偏心作用, 建立了工作辊水平振动动力学模型。 采用

多尺度法得到了受谐波力矩和轧辊偏心影响的工作辊

水平方向的超谐波共振和亚谐波共振幅频特性方程,
分析了阻尼系数、 轧制力非线性系数和谐波力矩对系

统幅频特性的影响。 最后对模型进行数值求解, 并

通过相平面法和分岔混沌图进一步分析了以谐波力

矩和偏心力幅值为变量的系统分岔特性。

1　 工作辊水平振动动力学模型

1. 1　 电流谐波对工作辊水平振动的影响

变频器接受电网供电时, 除了输出基波电流外,
还会存在频率为基频奇数倍且随着谐波倍数增加幅

值减小的谐波电流, 在电机内部的电磁作用下使电

机产生同频率的谐波力矩, 并通过万向接轴传递给

工作辊, 进一步影响工作辊的稳定。
 

在两相静止坐标系 α-β 下, 建立异步电机数学

模型:
usα

usβ

urα

urβ
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　 (1)

式中: usα、 usβ 为定子电压; urα、 urβ 为转子电压;
isα、 isβ 为定子电流; irα、 irβ 为转子电流; Ls 为定子
绕组自感; Lm 为定子绕组和转子绕组间的互感; Lr

为转子绕组的漏感; Rs 为定子电阻; Rr 为转子电

阻; p 为电机极对数; w 为转子角速度。
根据式 (1) 可得到在 α-β 坐标系下, 定子的

电压方程为[11] :

usα = Rs isα + Ls

disα

dt
+ Lm

dirα

dt

usβ = Rs isβ + Ls

disβ

dt
+ Lm

dirβ

dt

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(2)

式中: t 为时间。
定子的三相电流方程为[12] :
iA = i0sin(pwt + φ1) + ∑

h
ihcos(hpwt + φh)

iB = i0sin(pwt + φ1 - 2
3

π) +

　 　 ∑
h
ihcos(hpwt + φh - 2

3
π)

iC = i0sin(pwt + φ1 + 2
3

π) +

　 　 ∑
h
ihcos(hpwt + φh + 2

3
π)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(3)

式中: iA、 iB 和 iC 为三相电流; i0 和 φ1 分别为基波

电流的幅值和相角; ih 和 φh 分别为 h 次谐波的幅值

和相位角。
 

根据坐标变换公式有:
isα

isβ

é

ë

ê
ê
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û

ú
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2
3

cos(pwt) cos(pwt - 2
3

π) cos(pwt + 2
3

π)

- sin(pwt) - sin(pwt - 2
3

π) - sin(pwt + 2
3
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(4)

　 　 可得:
isα = i0d + ∑

h
ihdcos(hpwt + φhd)

isβ = i0q + ∑
h
ihqcos(hpwt + φhq)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(5)
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式中: i0d 和 i0q 分别为基波电流在 α-β 坐标系下的幅

值; ihd、 ihq 分别为谐波电流在 α-β 坐标系下的幅值;
φhd、 φhq 分别为谐波电流在 α-β 坐标系下的相位角。

转子磁链在 α-β 坐标系下可表示为:
ψrα = Lm isα + Lr irα

ψrβ = Lm isβ + Lr irβ
{ (6)

式中: ψrα
 、 ψrβ 为 α-β 坐标系下的转子磁链。

根据式 (2) 可得出 α-β 坐标系下转子的电流

为:

irα = 1
Lr

(ψrα - Lm isα)

irβ = 1
Lr

(ψrβ - Lm isβ)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(7)

　 　 在式 ( 1) 中, 令转子电压 urα = urβ = 0, 将式

(7) 代入可得转子磁链方程为:
 

ψrα = 1
Trp + 1

(Lm isα - wTrψrβ)

ψrβ = 1
Trp + 1

(Lm isβ + wTrψrα)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(8)

式中: Tr 为转子的时间常数, Tr =Lm / Rr。
 

在 α-β 坐标系下, 电磁力矩可表示为:

Tm =
PLm

Lr
( isβψrα - ψrβ isα) (9)

　 　 将式 (5) 和式 (8) 代入式 (9) 中, 可得到

在谐波影响下的电磁力矩[8] :
Tm = T0 + TAcos(2πfL t + φT) (10)

式中: T0 为稳态基波力矩;
 

TA、 fL 和 φT 分别为谐波

力矩幅值、 频率和相位角。
假设电机与工作辊之间是刚性连接, 电磁力矩

在工作辊水平方向的作用力可表示为:
F tV = Tm / r (11)

式中: r 为工作辊半径。
1. 2　 辊系偏心作用对工作辊水平振动的影响

轧辊偏心现象示意图如图 1 所示, 由于轧机结

构间隙的存在会使轧辊理论旋转中心 O1 与实际旋转

中心 O2 不重合, 导致偏心距 e 的出现。 而在轧制过

程中受板材变形和辊系热膨效应的影响, 会进一步

造成偏心距的增大。 同时, 受偏心作用的影响而产

生的离心惯性力会作用在轧辊上, 并影响轧辊运行

的稳定性。
受偏心作用产生的离心惯性力 FL 可表示为:

FL = Mew2
B (12)

式中: M 为工作辊偏心质量; wB 为工作辊的旋转角

速度。

图 1　 轧辊偏心现象示意图

Fig. 1　 Schematic
 

diagrams
 

of
 

roll
 

eccentricity
 

phenomenon

偏心作用在工作辊水平方向的等效偏心力 FV

可表示为[13] :
FV = Mew2

B cos(wB t + φ0) (13)
式中:

 

φ0 为偏心初始相位角。
1. 3　 工作辊水平振动动力平衡方程

假设轧机上 / 下工作辊系的结构相同, 考虑轧制

力波动、 衬板间隙以及电磁力矩和轧辊偏心对工作

辊稳定性的影响, 将轧机结构简化为弹簧-质量-阻
尼模型, 如图 2 所示。

图 2　 轧机水平振动模型

Fig. 2　 Horizontal
 

vibration
 

model
 

of
 

rolling
 

mill

图 2 中, k1、 k2、 k3 分别为工作辊与轧件间、
工作辊与轧机牌坊立柱间、 工作辊与支撑辊间的线

性刚度; c1、 c3 分别为工作辊与轧件间、 工作辊与

支撑辊间的线性阻尼; Δx 为工作辊轴承座与牌坊之

间的距离; θ 为工作辊质心偏离轧制中心线的角度;
x 为工作辊振动位移; ΔF 为轧制力在轧辊表面形成

的动态分量; m 为上工作辊质量。
 

实际轧制过程中, 轧制力方向并非规则地垂直

于轧辊表面, 由于前后张力的变化会形成一定的偏

转角度, 从而在轧辊表面形成水平分量。 轧制力动

态变化可表示为[14] :

ΔF(x) = a1x + a2x2 + a3x3 (14)

式中: a1、 a2 和 a3 为轧制力在水平方向投影的刚度

系数。
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为方便换辊, 工作辊轴承座与轧机牌坊立柱之

间会存在一定的间距, 当外激励较大时, 工作辊轴

承座会与机架发生碰撞, 造成工作辊的稳定性进一

步降低。 因此, 工作辊在水平方向上的刚度可用分

段函数表示[15] :

f(x) =
(k1 + k2 + k3sinθ)x, x ≤- Δx 或 x ≥ 0
(k1 + k3sinθ)x, - Δx < x < 0{

(15)
　 　 根据达朗贝尔原理建立工作辊水平振动动力平

衡方程:
 

mx·· + (c1 +c3sinθ)x· + f(x) + ΔF =F tV +FV (16)
式中: x· 为水平方向速度; x··

为水平方向加速度。
令 x= y0 +y1, 其中, y0 为稳态轧制时工作辊的

水平位移, y1 为发生振动时工作辊的水平位移。 稳

态轧制时, 电磁力矩和偏心力不会影响系统稳定,
即 F tV =FV = 0, 且存在 y1 = y·1 = y··

1 = 0, 其中, y·1 为

振动时工作辊水平方向速度, y··
1 为振动时工作辊水

平方向加速度, 将其代入式 (16) 可得平衡条件为

f (y0) = 0。 将该平衡条件代入式 (16) 中, 令 x =
y1, 同时假设基波电磁力矩 T0 不会对工作辊稳定性

造成影响, 且谐波力矩和偏心力初始相位 φT = φ0 =
0, 可得:

mx·· + (c1+ c3sinθ)x· + f(x) + ΔF =
TA

r
cos(2πfL t) + Mew2

B cos(wB t) (17)

　 　 为简化计算过程, 将式 (17) 水平振动位移 x

和时间 t 进行无量纲化处理, 可令: x- = x
A
t- = t

T
,

 

Ω1 =
2πfL

w0
,

 

Ω2 =
wB

w0
,

 

k- 1 =
a2AT2

m
, k- 2 =

a3A2T2

m
,

 

c- =

(c1 + c3sinθ)T
m

, F- 1 =
TAT2

rmA
,

 

F- 2 =
Mew2

BT2

mA
, η 1 =

k2T2

m
, w2

0 =
(k1 + k3sinθ + a1)T2

m
= 1。

g(x-) =
η1x

-,
0,{ x- ≤- Δx 或 x- ≥ 0

- Δx < x- < 0
(18)

式中: A 为振幅; T 为时间量纲; x-
 

为无量纲水平振

动位移; t- 为无量纲时间; Ω1 为谐波力矩引起的激

振频率参数; Ω2 为偏心作用引起的激振频率参数;
k- 1 为二次非线性刚度系数; k- 2 为三次非线性刚度系

数; c- 为线性阻尼系数; F
-

1 为谐波力矩引起的激振

振幅参数; F
-

2 为偏心作用引起的激振振幅参数; η1

为工作辊与轧机牌坊立柱间的线性刚度系数; w0 为

参数频率。
水平振动动力平衡方程经过无量纲化处理可以

写为:

x-
··

+ w2
0x
- + c-x-

·

+ k- 1x
- 2 + k- 2x

- 3 + g(x-) =

F
-

1cosΩ1 t + F
-

2cosΩ2 t (19)

式中: g(x- ) 为工作辊水平方向分段刚度函数。

2　 非线性振动响应近似解析分析

采用多尺度法对运动微分方程进行求解, 引入

摄动参数 ε, 将式 (19) 改写为多尺度法的一般形

式:

x-
··

+ w2
0x
- = - ε[c-x-

·

+ k- 1x
- 2 + k- 2x

- 3 + g(x-)] +

F- 1cosΩ1 t + F- 2cosΩ2 t (20)
　 　 式 (19) 解的形式可近似表示为:

x- = x- 0(T0, T1) + εx- 1(T0, T1) (21)

式中: x- 0, x- 1 表示 x- 的两个解; T0 为快的时间尺

度; T1 为慢的时间尺度。
定义偏微分算子 Dn:

Dn ≡ ∂
∂Tn

(22)

式中: Tn 为不同的时间尺度, 本文中 n 取 0 和 1。
将式 ( 20 ) 代入式 ( 19 ) 中, 同时引入式

(21), 合并 ε 阶次相同项, 可以得到:

ε0: D2
0x
-

0 + w2
0x
-

0 = F
-

1cosΩ1 t + F
-

2cosΩ2 t

ε1: D2
0x
-

1 + w2
0x
-

1 = - 2D0D1x
-

0 - c-D0x
-

0 - k- 1x
- 2

0 -

　 　 　 　 　 　 　 k- 2x
- 3

0 - η1x
-

0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(23)
　 　 由式 (22) 可以得出 x- 0 的解为:

x- 0 = A(T1)eiw0T0 + Λ1eiΩ1T0 + Λ2eiΩ2T0 + cc (24)

式中: Λ1 =
F
-

1

2 (w2
0 -Ω2

1)
; Λ2 =

F
-

2

2 (w2
0 -Ω2

2)
; cc 为前项

的共轭。
将式 (24) 代入式 (23) 中, 可以得到多种共

振形式, 并根据所求频响函数, 通过改变系统参数

分析参数变化对系统稳定性的影响。
以某厂 1780 四辊轧机为例, 研究轧机水平振动

幅频特性, 其工艺参数、 结构参数和力能参数如表

1 所示。
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表 1　 轧机系统主要参数

Table
 

1　 Main
 

parameters
 

of
 

rolling
 

mill
 

system

参数 数值

m / kg
 

1×105

e / m 6×10-3

θ / rad
 

0. 279

k1 / (N·m-1 ) 9. 9×108

k2 / (N·m-1 ) 1. 65×109

k3 / (N·m-1 ) 1. 4×109

c1 / (N·s·m-1 ) 8. 5×105

c3 / (N·s·m-1 ) 1×106

r / m 0. 42

a1 / (N·m-1 ) 0. 74×106

a2 / (N·m-1 ) 1. 46×108

a3 / (N·m-1 ) 7. 74×1011

经计算取非线性参数的近似值为: w0 = 1c- =

0. 1,
 

k
-

1 = 0. 1,
 

k
-

2 = 0. 2,
 

η1 = 0. 14,
 

F
-

1 = 1,
 

F
-

2 = 0. 8,
分别研究参数变化对系统主共振、 超谐波共振以及

次谐波共振幅频特性曲线的影响。
2. 1　 主共振

考虑系统主共振情况, 记 Ω1 =w0 +εσ, Ω2 =w0 +
εσ, 其中 σ 为调谐参数。 当振动类型为主共振时,
将谐波力矩和辊系偏心对系统的作用视为弱激励项。
因此, 式 (23) 可改写为:

ε0: D2
0x
-

0 + w2
0x
-

0 = 0

ε1: D2
0x
-

1 + w2
0x
-

1 = - 2D0D1x
-

0 - c-D0x
-

0 - k
-

1x
- 2

0 -

　 η1x
-

0 - k- 2x
- 3

0 + F
-

1cosΩ
-

1 t + F
-

2cosΩ2 t　 　 　 (25)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

　 　 由式 (25) 可以得出 x- 0 的解为:

x- 0 = A(T1)eiw0T0 + cc (26)

　 　 将式 (26) 代入式 (24) 中, 同时消除长期项

可得:

- 2D1Aiw0 - c-Aiw0 - 3k
-

2A2A
-
- η 1A + F

-

2
eiσT1 = 0

(27)

式中: F
-

=F
-

1 +F
-

2; A
-
为 A 的共轭; i 为虚数。

A 具有以下极坐标形式:

A = 1
2
a(T1)eiβ1(T1) (28)

式中: a 为量纲幅值; β1 为频率修正系数。
将式 (28) 代入式 (27) 中:

a· = - 1
2
ac- + F

2w0
sinΩ

aΩ
·
= aσ - 3

8w0
a3k- 2 - 1

2w0
aη1 - F

2w0
cosΩ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(29)

式中: Ω 为相位, Ω =σT1 -β1; Ω
·

为相位变化率; a·

为幅值变化率。

系统具有稳态解的条件为 a· =Ω
·

= 0, 将式 (29)
进一步整理可得:

( 1
2
c-a)2 +(aσ - 3

8w0
a3k- 2 - 1

2w0
aη1)2 = ( F

2w0
)2 (30)

　 　 式 (30) 为系统受到谐波力矩, 辊系偏心和分

段刚度等影响下的主共振幅频响应方程。 与采用常

规线性刚度相比, 将工作辊与轧机牌坊立柱间的刚

度 k2 使用分段表示, 此时 k2 将不会影响系统的固

有频率 w0; 若将 k2 采用常规线性刚度表达, k2 的

变化将导致系统参数频率 w0 发生改变, 此时主共振

幅频响应方程和系统的参数频率 w0 可表示为:

( 1
2
c-a) 2 +(aσ - 3

8w0
a3k- 2) 2 =( F

2w0
) 2 (31)

w0 =
k1 + k2 + k3sinθ + a1

m
(32)

　 　 实际上, 工作辊与轧机牌坊立柱之间的刚度 k2

对系统的影响受水平振动位移 x 与工作辊轴承座与

牌坊之间的距离 Δx 间大小关系的约束。 因此, 对

刚度采用分段函数表示更符合实际情况。
 

图 3 表示不同 c- 下的系统幅频曲线。 随着 c- 增

图 3　 c- 对系统主共振幅频特性的影响

Fig. 3　 Influence
 

of
 

c-
  

on
  

main
 

resonance
 

amplitude-frequency
 

characteristics
 

for
 

system
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大, 主共振响应曲线的最大共振点向下移动, 共振

区面积也有减小的趋势, 但曲线的脊骨线不会发生

偏移和弯曲。

图 4 表示不同 k- 2 下的系统幅频曲线。 从图 4
中可以看出, 主共振响应的幅值不会随 k- 2 的变化

而发生改变, 但随着 k- 2 的增大, 脊骨线逐渐向右

倾斜, 系统的跳跃现象变得明显。 由此可见, k- 2

仅影响主共振曲线脊骨线的弯曲程度, 并不影响曲

线的幅值。

图 4　 k
-

2 对系统主共振幅频特性的影响

Fig. 4　 Influence
 

of
 

k
-

2
 on

 

main
 

resonance
 

amplitude-frequency
 

characteristics
 

for
 

system

图 5 表示不同 F1 下的系统幅频曲线。 从图 5

中可以看出, 随着 F1 的增大, 振幅也会增大, 共

振区域变宽, 但并不改变脊骨线的位置和弯曲程

度。

图 5　 F1 对系统主共振幅频特性的影响

Fig. 5　 Influence
 

of
 

F1
 on

 

main
 

resonance
 

amplitude-frequency
 

characteristics
 

for
 

system

2. 2　 超谐波共振

考虑系统 3 次超谐波共振情况, 记
 

3Ω1 = w0 +

εσ, 3Ω2 =w0 +εσ, 当振动类型为非主共振时, 可将

谐波力矩和辊系偏心对系统的作用视为强激励项。
因此, 消除式 (22) 中的长期项可得:

2D1 iw0A + c-Aiw0 + η1A + k- 2(3A2A- + 6AΛ2
1 + 6AΛ2

2) +

k- 2(Λ3
1 + Λ3

2 + 3Λ2
1Λ2 + 3Λ1Λ2

2)eiσT1 = 0

(33)

　 　 A 的极坐标形式见式 (28)。 将式 (32) 代入

式 (31) 中, 可得:

a· = - H0a - H1sinΩ

- aΩ
·
= H2a3 + H3a + H1cosΩ - aσ

ì

î

í

ïï

ïï

(34)

　 　 其中, H0 = 1
2
c-,

 

H1 =
k
-

2

w0
(Λ3

1 + Λ3
2 + 3Λ2

1Λ2 +

3Λ1Λ2
2),

 

H2 =
3k
-

2

8w0
,

 

H3 =
k
-

2

w0
(3Λ3

1 + 3Λ3
2) + 1

2w0
η1。

系统具有稳态解的条件为 a· = Ω
·

= 0, 将式

(34) 进一步整理可得超谐波共振下系统幅频响应

方程:

H2
2a6 + 2(H2σ + H2H3)a4 +

(H2
0 + σ2 + H2

3 + 2H3σ)a2 - H2
1 = 0 (35)

　 　 图 6 表示不同 c- 下的系统超谐波共振幅频曲线。
在超谐波共振状态时, c- 对幅频曲线的影响规律与

图 6　 c- 对系统超谐波共振幅频特性的影响

Fig. 6　 Influence
 

of
 

c-
  

on
 

super-harmonic
 

resonance
 

amplitude-frequency
 

characteristics
 

for
 

system
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主共振情况相似, 表现出随着 c- 增大, 最大共振点

向下移动, 共振区面积也有减小的趋势。 从曲线对

比可以看出, c- 对稳定系统状态起到了积极的作用。
因此, 可以通过适当调整工作辊与轧件以及和支撑

辊间的阻尼来提高系统整体抗振能力。

图 7 表示不同 k
-

2 下的系统超谐波共振幅频曲

线。 在超谐波共振中, 随着 k
-

2 增大, 脊骨线向右

发生偏移, 曲线跳跃现象明显。 与主共振情况不

同的是, 在超谐波共振下, k
-

2 的增大会使最大共

振点向上移动。 可见轧制力的波动会降低系统的

稳定性。

图 7　 k
-

2 对系统超谐波共振幅频特性的影响

Fig. 7　 Influence
 

of
 

k
-

2
 on

 

super-harmonic
 

resonance
 

amplitude-frequency
 

characteristics
 

for
 

system

图 8　 F1 对系统超谐波共振幅频特性的影响

Fig. 8　 Influence
 

of
 

F1
 on

 

super-harmonic
 

resonance
 

amplitude-frequency
 

characteristics
 

for
 

system

图 8 表示不同 F1 下的系统超谐波共振幅频曲

线。 在超谐波共振系统中, F1 的增大会导致幅频特

性曲线跳跃现象愈发明显, 同时共振区域变宽, 系

统的稳定性大幅降低。 同时与主共振情况相比,
振幅低于主共振情况下的振动幅值。 因此, 可以

通过抑制电机中的谐波电流来提高轧机运行的稳

定性。
2. 3　 亚谐波共振

考虑系统 1 / 3 次超谐波共振情况, 记 Ω1 =

3w0 +εσ, Ω2 = 3w0 +εσ, 消除式 ( 23) 中的长期

项可得:

2D1 iw0A + c-Aiw0 +η1A +k- 2(3A2A
-
+ 6AΛ2

1 + 6AΛ2
2) +

k- 2(3A
-

2Λ1 + 3A
-

2Λ2)eiσT1 = 0 (36)

　 　 将式 (32) 代入式 (34) 中, 可得:

a
·
= - H0a - H1a2sinΩ

- aΩ
·
= H2a3 + H3a + H1a2cosΩ - σa

ì

î

í

ï
ï

ïï

(37)

　 　 其中, H0 = 1
2
c-,

 

H1 =
k- 2

w0
(3Λ1 + 3Λ2),

 

H2 =

3k- 2

8w0
, H3 =

k- 2

w0
(3Λ2

1 + 3Λ2
2) + 1

2w0
η 1。

系统具有稳态解的条件为 a· = Ω
·

= 0, 将式

(37) 进一步整理可得亚谐波共振下系统幅频响应

方程:

H2
2a6 + 2(H2H3 - H2σ - 2H2

1)a4 + (H2
0 + H2

3 +

σ2 - 2H3σ)a2 = 0 (38)

　 　 图 9 表示不同 c- 下的系统亚谐波共振幅频曲线,
在亚谐波共振状态下, c- 的增大会减小曲线的振幅

和共振区域,
 

但同样不会影响脊骨线的位置和弯曲

程度。
图 10 为不同 k- 2 下的系统亚谐波共振幅频曲线,

在亚谐波共振中, 随着 k- 2 逐渐增大, 系统振动峰值

逐渐减小。 与主共振情况不同的是, 在亚谐波共振

中 k- 2 的变化会改变响应振幅的大小。

图 11 为不同 F
-

1 下的系统亚谐波共振幅频曲线,

在亚谐波共振系统中, 随着 F
-

1 增大, 曲线振幅增

大, 但变化量微小。 可见谐波电流对主共振、 超谐

波共振和亚谐波共振的影响规律是一致的。
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图 9　 c- 对系统亚谐波共振幅频特性的影响

Fig. 9　 Influence
 

of
 

c-
  

on
 

sub-harmonic
 

resonance
 

amplitude-frequency
 

characteristics
 

for
 

system

图 10　 k
-

2 对系统亚谐波共振幅频特性的影响

Fig. 10　 Influence
 

of
 

k
-

2
 on

 

sub-harmonic
 

resonance
 

amplitude-

frequency
 

characteristics
 

for
 

system

3　 非线性振动响应数值仿真分析

为进一步分析谐波力矩和轧辊偏心对工作辊稳

定性的影响, 采用 Runge-Kuta 方法对式 (19) 进行

数值求解。
 

图 12a 和图 12b 为系统在仅受到谐波力矩影响

下 (F1 = 1, Ω1 = 1), 系统的时域图和相平面图, 可

以看到, 系统的运动状态比较稳定, 相轨迹是围绕

两个焦点之一做倍周期运动; 如图 12c 和图 12d 所

示, 随着轧辊偏心力 (F2 = 1, Ω2 = 1. 5) 的加入,
系统的稳定性明显降低, 可以清楚地看到混沌运动

的轨迹不断地围绕着两个焦点来回跳动。

图 13a 为工作辊仅受到 F1 作用时系统全局分岔

图 11　 F
-

1 对系统亚谐波共振幅频特性的影响

Fig. 11　 Influence
 

of
 

F
-

1
 on

 

sub-harmonic
 

resonance
 

amplitude-frequency
 

characteristics
 

for
 

system

图, 由图 13a 可知, F1 在 (15~25) ×106
  

N 和 (40~
42) ×106

  

N 内系统处于混沌振动状态, 其他范围内

处于周期和倍周期状态, 此时系统振动状态是比较

稳定的; 当系统同时受到 F1 和 F2 作用时得到图

13b 所示的全局分岔图, 从图 13b 中可以看到, F1

在 (1 ~ 8) ×106
 

N 和 (10 ~ 25) ×106
 

N 内系统处于混

沌振动状态。 随着 F2 的加入, 混沌范围明显增大,
此时系统更容易发生振动, 出现失稳现象。 由此可

见, 当工作辊同时受到谐波力矩和轧辊偏心作用时

更容易出现失稳现象。

4　 结论

(1) 考虑谐波力矩和轧辊偏心的影响, 建立工

作辊水平振动动力学模型; 采用多尺度近似解析法

得到了在谐波力矩和轧辊偏心影响下工作辊的水平

方向主共振、 超谐波共振和亚谐波共振的幅频特性

方程, 分析了轧制过程参数和结构参数变化对系统

幅频特性的影响; 同时, 对模型进行数值求解, 进

一步分析了系统在同时受到电流谐波和轧辊偏心多

频激励下的运动学行为。
(2) 增大谐波力矩对工作辊水平方向作用力,

发现幅频曲线的振幅和共振区域变大; 调整工作辊

与轧件以及和支撑辊之间的阻尼可以有效提高系统

的稳定性; 轧制力发生波动会造成系统稳定性降低。
当系统同时受到谐波力矩和轧辊偏心作用的影响时,
更容易出现混沌振动状态, 诱发系统出现失稳现象。
因此, 可以通过控制谐波电流和轧辊偏心来提高轧
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图 12　 系统时域响应和相平面

(a) F1 作用下位移响应　 (b) F1 作用下相图　 (c) F1 和 F2 作用下位移响应　 (d) F1 和 F2 作用下相图

Fig. 12　 Time
 

domain
 

responses
 

and
 

phase
 

planes
 

for
 

system

(a) Displacement
 

response
 

under
 

F1 　 (b) Phase
 

diagram
 

under
 

F1 　 (c) Displacement
 

response
 

under
 

F1
 and

 

F2

(d) Phase
 

diagram
 

under
 

F1
 and

 

F2

图 13　 外扰力变化下工作辊全局分岔图

(a) F1 作用下全局分岔图　 (b) F1 和 F2 作用下全局分岔图

Fig. 13　 Global
 

bifurcation
 

diagrams
 

of
 

work
 

roll
 

under
 

change
 

of
 

external
 

disturbance
 

force

(a) Global
 

bifurcation
 

diagram
 

under
 

F1 　 (b) Global
 

bifurcation
 

diagram
 

under
 

F1
 and

 

F2
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机运行的稳定性。
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