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摘要: 针对运用单纯形积分方法处理流形单元积分中高阶次函数时面临的公式复杂和计算量庞大的问题, 提出使用高斯积分

方法对流形单元进行积分处理。 基于数值流形方法, 对金属塑性成形过程进行数值模拟研究, 以模型镦粗为例, 取轴对称几

何图形的右半部分进行研究, 建立了有限覆盖系统, 在自由边界和固定数学网格交点上设立特征跟踪点, 求出跟踪点的初始

速度, 再用初始速度乘以时间步长得到跟踪点的位移坐标, 解决了有限覆盖系统上塑性变形自由运动界面精确跟踪的关键问

题, 更新了流形单元的研究方法, 通过对产生的流形单元进行积分处理, 编写代码, 生成一套可行性算法, 为金属塑性成形

计算机模拟提供了一种新的高精度高效率的数值方法。
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Abstract:
 

For
 

the
 

problems
 

of
 

complex
 

formulas
 

and
 

large
 

amount
 

of
 

calculation
 

faced
 

by
 

using
 

simplex
 

integration
 

method
 

to
 

handle
 

the
 

high-order
 

functions
 

in
 

manifold
 

element
 

integration,
 

the
 

Gaussian
 

integration
 

method
 

was
 

proposed
 

to
 

integrate
 

manifold
 

elements.
 

Then,
 

based
 

on
 

the
 

numerical
 

manifold
 

method,
 

a
 

numerical
 

simulation
 

study
 

was
 

conducted
 

on
 

the
 

process
 

of
 

metal
 

plastic
 

forming.
 

Further-
more,

 

for
 

the
 

upsetting
 

of
 

model,
 

the
 

right
 

half
 

of
 

the
 

axisymmetric
 

geometric
 

shape
 

was
 

taken
 

for
 

research,
 

the
 

finite
 

cover
 

system
 

was
 

es-
tablished,

 

the
 

feature
 

tracking
 

points
 

were
 

set
 

up
 

at
 

the
 

intersection
 

of
 

free
 

boundary
 

and
 

fixed
 

mathematical
 

grid,
 

the
 

initial
 

velocity
 

of
 

tracking
 

points
 

were
 

calculated,
 

and
 

the
 

displacement
 

coordinates
 

of
 

tracking
 

points
 

were
 

obtained
 

by
 

multiplying
 

the
 

initial
 

velocity
 

by
 

the
 

time
 

step
 

to
 

solve
 

the
 

key
 

problem
 

of
 

accurate
 

tracking
 

for
 

the
 

plastic
 

deformation
 

free
 

motion
 

interface
 

on
 

the
 

finite
 

cover
 

system
 

and
 

update
 

the
 

research
 

method
 

of
 

manifold
 

elements.
 

By
 

integrating
 

the
 

generated
 

manifold
 

elements
 

and
 

writing
 

codes,
 

a
 

feasible
 

algorithm
 

is
 

genera-
ted,

 

which
 

provides
 

a
 

new
 

high-precision
 

and
 

high-efficiency
 

numerical
 

method
 

for
 

the
 

computer
 

simulation
 

of
 

metal
 

plastic
 

forming.
Key

 

words:
 

metal
 

plastic
 

deformation;
 

numerical
 

manifold
 

method;
 

finite
 

cover;
 

manifold
 

element;
 

Gauss
 

integration

收稿日期: 2024-01-27; 修订日期: 2024-04-08
基金项目: 国家自然科学基金资助项目 (52175294)
作者简介: 张　 帅 (1997-), 男, 硕士

E-mail: 2395790977@ qq. com
通信作者: 章争荣 (1969-), 男, 博士, 教授

E-mail: zzr@ gdut. edu. cn

　 　 数值流形方法是一种处理金属大变形的创新计

算策略, 它综合了有限元、 非连续变形分析和解析

解等多种计算方法[1-5] 。 这种方法综合了有限单元

法和有限体积法的优势, 旨在解决各个方法的局限

性。 具体来说, 该方法能够应对有限单元法中存在

的网格划分和畸变问题[6-7] , 以及有限体积法在自

由界面确定方面的问题[8-9] 。 因此, 数值流形方法

为解决一系列物理问题提供了一种高效的计算框架,
展现出广阔的应用潜力[10-11] , 也为多物理场耦合变

形的数值模拟开辟了新的途径, 是一种具有深远理

论和实践意义的前沿技术。 深入研究基于数值流形

的大变形数值模拟, 不仅能够丰富相关理论, 还能

推动实际应用的创新与发展。
本文针对平砧板镦粗变形过程, 基于数值流形方

法进行数值模拟, 其中, 数学网格采用固定的矩形网

格[12] , 材料本身作为物理网格, 并分别采用不同阶

次的覆盖函数[13] , 讨论了自由运动边界问题的处理

方法, 并对变形后的流形单元处理方法进行研究。



1　 数值流形方法基本理论

有限覆盖系统中包含物理网格和数学网格, 其

中, 数学网格用标准矩形表示, 两种网格互相重叠

形成的物理覆盖结合了数学网格和物理网格的关键

特性, 在此框架内, 物理网格精确地刻画了材料中

的裂纹、 边界、 块体结构和不同材料之间的交界面。
对于二维模型, 其应用的流形方法在物理覆盖 Ui 上

的覆盖位移函数可以定义为 ui(x, y) 和 vi(x, y):

ui(x, y), (x, y) ∈ Ui

vi(x, y), (x, y) ∈ Ui
{ (1)

式中: ui(x, y) 和 vi(x, y) 为 X 和 Y 方向的覆盖

位移函数; x 和 y 为 X 和 Y 方向位移; i 为总体覆盖

节点的 X 方向坐标。
覆盖位移函数可以为常量, 或者为线性函数、

高阶多项式或局域级数。 这些覆盖位移函数用权函

数 ωi(x, y) 连接在一起, 该权函数需满足:

ωi(x, y) ≥ 0, (x, y) ∈ Ui

ωi(x, y) = 0, (x, y) ∉ Ui

∑
(x, y)∈Ui

ωi(x, y) = 1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(2)

　 　 于是, 通过权函数和各覆盖位移函数可以确定

物理覆盖的总体位移函数 u(x, y) 和 v(x, y):

u(x, y)

v(x, y){ } = ∑
n

i = 1
ωi(x, y)

ui(x, y)

vi(x, y){ } =

∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
[T( i, j)(x, y)]{D″( i, j) } =

∑
n

i = 1
[T i(x, y)]{D″i} (3)

式中: u(x, y) 和 v(x, y) 为 X 和 Y 方向的总体位

移函数; T 为覆盖矩阵; D″为覆盖自由度; 下角标

( i,
 

j) 为单个覆盖中节点的 X 和 Y 方向坐标; 下角

标 i 为总体覆盖中节点的 X 方向坐标; i= 1, …, n,
j= 1, …, m; n、 m 为节点数。

覆盖位移函数通常取下面形式之一。
(1) 覆盖 Ui 上的常量函数, 见式 (4):

ui(x, y)

vi(x, y){ } = 1 0

0 1( )
di1

di2
{ } (4)

　 　 (2) 覆盖 Ui 上的完全一阶近似, 见式 (5):

ui(x, y)
vi(x, y){ } = 1 0 x 0 y 0

0 1 0 x 0 y( )

di1

di2

di3

di4

di5

di6

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(5)
 

式中: di 1、 di 2、 di 3、 di 4、 di 5 和 di 6 为自由度。
当覆盖位移函数从零次变为高次时, 变分单元

的总体位移函数是从低阶到高阶的多项式。 随着所

使用叠加位移函数阶数的增加, 结果的精度也提高,
可以在结构分辨率区域的不同位置采用不同形式的

级数展开。

2　 自由边界的处理

本文介绍的自由运动边界处理方法基于固定数

学网格, 如图 1 和图 2 所示, 其中固定的数学网格

用虚线表示, 材料体的物理网格用实线表示, t、 t1

分别为变形开始时间和变形结束时间。 使用圆柱体

模型模拟运动过程, 其中, Y 轴表示圆柱体高度方

向, X 轴表示圆柱体半径方向。

图 1　 t= 0 时材料体的几何模型

Fig. 1　 Geometric
 

model
 

of
 

material
 

body
 

at
 

t= 0

图 1 中点 A、 B、 C、 D、 E 是材料体运动边界

与数学网格的交点, 首先计算出这 5 个关键点的速

度, 随后将这些速度值与时间步长相乘, 再更新这

些点的位置, 得到如图 2 中所示的点 A′、 B′、 C′、
D′、 E′。 将更新后的点依次连接起来, 并记录他们

与数学网格的所有交点坐标, 这样便形成了新的流

形单元, 这些单元即为后续积分计算的区域。
在流形单元的演化过程中, 若发现新的单元形

成, 则需记录下这些新单元的节点编号; 相对地,
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图 2　 t= t1 时材料体的几何模型

Fig. 2　 Geometric
 

model
 

of
 

material
 

body
 

at
 

t= t1

若某些流形单元在运动过程中消失, 则相应地删除

这些单元的信息, 以保持数据的准确性和完整性。
这一过程不仅提高了计算效率, 还保证了数值模拟

的精确性。 整个变形过程需不断重复更新自由边界

的位置, 更新所有节点的速度, 准备转入下一步

( t= t1) 变形的计算, 直至变形过程结束。

3　 流形单元的积分处理

对于金属变形过程中产生的流形单元的处理,
石根华[6]根据流形单元给出了单纯形积分算法, 在

此基础上, 林邵忠[14]给出了 N 维单纯形积分的递推

公式, 这里采用高斯积分对流形单元进行积分处理,
方法原理如下。

对于实际三角形 S 和标准三角形 S
~
, 以及连续

函数 f(x, y), 定义通过变换函数 M 将实际三角形

S 变换为标准三角形 S
~
, 如式 (6) 和式 (7) 所示:

　 M = {(x, y): 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 - x} (6)
M(x, y) = [mx(x, y), my(x, y)] (7)

式中: mx(x, y) 和 my( x, y) 为关于 x 和 y 的函

数, 表示 S
~
的坐标变换。

标准三角形 S
~
的坐标变换依赖于线性变换, 假设

S 的坐标顶点为 (x1, y1)、 (x2, y2) 和 (x3, y3)。 对

应标准三角形 S
~
的顶点坐标为 (0, 0)、 (1, 0) 和

(0, 1)。 为了将实际三角形映射至标准三角形, 给

出如式 (8) 所示的线性变换函数 M:
M(x1, y1) = (0, 0)
M(x2, y2) = (1, 0)
M(x3, y3) = (0, 1)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(8)

　 　 假设有式 (9):
M(x, y) = ( x~ , y~ ) (9)

式中: (x,
 

y) 为实际三角形 S 的坐标; (x~ , y~ ) 为

标准三角形 S
~
的坐标。

可以给出如式 (10) 所示的线性变换方程:

x~

y~( ) =
a b
c d( ) x

y( ) +
e
f( ) (10)

式中: a、 b、 c、 d、 e、 f 为式 (11) 系数矩阵中的

系数。
将给定的三角形的 3 个顶点的映射关系带入式

(10), 可以得到如式 (11) 所示的线性方程组:
x1 y1 1 0 0 0
x2 y2 1 0 0 0
x3 y3 1 0 0 0
0 0 0 x1 y1 1
0 0 0 x2 y2 1
0 0 0 x3 y3 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

a
b
c
d
e
f

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

=

0
1
0
0
0
1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

(11)

　 　 求解这个线性方程组可以得到线性变换的系数

矩阵, 再通过将待积分三角形的顶点坐标代入线性

变换方程, 得到实际三角形顶点在标准三角形上的坐

标, 并以此来计算高斯积分公式所需的节点和权重。

对于标准三角形 S
~
, 记高斯积分的节点为

{(x~ i, y~ i) } n
i-1, 其权重为 {w~ i } n

i-1。 则标准三角形

上的高斯积分公式如式 (12) 所示:

∫
S

f(x, y)dA = ∑
n

i = 1
w i f(xi, yi) (12)

式中: dA 为 S 的面积元素。
因为 M 是一个双射函数, 故积分变量的变换公

式如式 (13) 所示。

dA = J dA
~

(13)

式中: J 为雅可比矩阵; dA
~
为 S

~
的面积元素。

可得到式 (14):

∫
S

f(x, y)dA =∫
S~

f[M( x~ , y~ )] | J | dA
~

(14)

式中: M(x~ , y~ ) 为标准三角形对应的函数。
可以分为 3 个步骤来使用高斯积分计算式

(14):

( 1 ) 按 照 标 准 三 角 形 的 方 式 计 算 S
~

上 的

f[M(x~ , y~ )] 在节点 {( x~ i, y~ i )} n
i-1 的函数值, 即

f[M(x~ i, y~ i)];

(2) 计算该节点对应的权重 {w~ i } n
i-1 在 S

~
中的
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对应面积权重 (即 | J | dA
~
) ), 用此面积权重乘以

f [M(x~ i, y~ i)]以及对应的节点权重
 

w~ i, 再相加得

到所求积分的近似值;
(3) 重复以上步骤来计算在实际三角形上的近

似值。
针对不同流形单元, 其积分结果如表 1 所示。

表 1　 三角形的不同流形单元积分结果

Table
 

1　 Integration
 

results
 

of
 

different
 

manifold
 

elements

点 A 坐标 点 B 坐标 点 C 坐标 积分函数 积分结果

(0. 0, 0) (1, 0) (0, 1) x2 0. 0689

(0. 0, 0) (1, 0) (1, 1) x2 0. 2356

(0. 5, 1) (3, 2) (2, 5) x2 14. 8231

(4. 0, 1) (6, 3) (0, 7) x2 118. 5778

4　 结语

本文介绍了一些数值流形方法的基础公式和理

论, 为材料体镦粗时的金属变形规律提供了一定的

理论基础, 当材料体镦粗变形时, 会产生相应的流

形单元, 需要对新产生的流形单元进行积分处理。
并以三角形流形单元为例, 采用高斯积分方法对其

进行积分。 对于金属大变形过程中产生的流形单元,
本文不同于单纯形积分方法, 提出用高斯积分方法

来计算流形单元, 为流形单元的处理提供了一种新

的算法和理论基础。
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